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FUNGCOES DE VARIAS VARIAVEIS

Exercicio 1. Determine e esboce o dominio das fungoes:
@) f(x,y) =Xty
(b) f(x,y) =In(9— x> —9y?)
©) f(x,y,z) = /1 —x2—y2 — 22

SorucAo: (a)

/X +y estd definido somente se y=—x Yy
A
x+y=>0,
ie X
y > —x. g
Entao
dom(f) = {(x,y) € R*|y > —x}.

(b)

In (9 — x> —9y?) estd definida somente O dominio é o interior de uma elipse:

quando 9 — x% — 9y? > 0, ou seja, 2
dom(f) = {(x,y) € R?| - +y* <1},

Yy
A
9—x>—9y> >0 1
2 02— . ox
& —x" =9y > -9 —
x4 9y% <9 3
2
@%+y2<1.




(©)

/1 —x% — 2 — z2 é bem definida somente z
se 1—x>—y?>—22 > 0, ou seja, x> +y> +
722 < 1.

Portanto o dominio de f é a esfera de raio
1 com centro na origem e todo o seu interior:

dom(f) ={(x,y,2) € ]R3|x2—|—y2+22 <1}

Exercicro 2. Esboce o grafico da fungio f(x,y) = 9 — x> — 9y,

SorucAo:

gr(f) = {(xy,2) (x,y) € dom(f) ez = f(x,y)}.

Analisamos inicialmente as intersec¢des de gr(f) com os planos x =0,y =0ez = 0.

Trago-yz:
x=0=z=9-9/%
z
A
9
-1 1 Y
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Trago-xz:
y=0=z=9—x%
z
A 9
-3 3 x
I I'
Trago-xy:

O gréfico de f é um paraboloide eliptico. Esbogo do gréfico:



Exercicio 3. Faca o mapa de contorno da fun¢do mostrando vérias curvas de nivel.

@) f(x,y) = y*— x>

(b) f(x,y) = (y — 2x)2 (£'nao foi feito em sala

SoLucAo: (a)
Fazemos +/y2 — x2 = k, logo y?> — x* = k?, ou seja
Sek=0=1y*—x>=0=y=+x

2 2 2 —x 3/2
2 yz
Sek:1,temos—x2+y2:1.Sek:2,temosT—|—Z:1.Sek:4,entéo
2
XY _q
16 16

(b) (ZAs curvas de nivel sdo da forma (y — 2x)? = k.
(y—2x)> =k
=Y —2x= +Vk
=y =2x+Vk



4

Sek=0,entdioy =2x.Sek =1,entdioy =2x+1ouy =2x —1.Sek =4, entdoy = 2x + 2
ouy=2x—2.Sek=25entdioy =2x+50uy =2x —5.

LiMiTESs E CONTINUIDADE
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Exercicio 4. Determine o limite, se existir ou mostre que nédo existe:
2
lim — Y
(xy)—(0,0) x* + 4y?

SorucAo:
Note que sobre o eixo ¥, i.e. fazendo y = 0 temos f(x,0) = 0. Assim f(x,y) — 0 quando

(x,y) — (0,0) ao longo do eixo x.
4 ,x?

Agora, sobre a curva y = x?, temos f(x,x?) = x5;4 . Entdo f(x,y) — % quando
(x,y) — (0,0) sobre a curva y = x2, pois
o R |

lim = lim — .
x—0 bx4 x—=0 5 5

2

Como os limites de f ao aproximarmos de (0,0) pelas curvas y = 0 e y = x~ sdo distintos,

segue que ndo existe limy ), (00 f (%, ¥)-
Exercicro 5. Determine o maior conjunto em que a funcao é continua:
22y

flry)={ 222+y* (x,y) # (0,0)
1' (xr]/) — (0, 0)

SoLucgAo:
Quando (x,y) # (0,0), f é uma fung¢do racional e portanto continua. Vejamos se f é
continua em (x,y) = (0,0).



Note que 0 < x? < 2x? < 2x? + 2. Logo,

2

2 2, .2 X
2.3

Y 3
< |l=——| < .
Como lim |y’|=0e lim 0=0,segue do Teorema do Confronto que
(xy)—(0,0) (xy)—(0,0)
2,3
im —~J -0

(xy)—>(00) 2x2 +y2

2.3
XY
(x,y)—(0,0) 2x% + Y
Portanto o maior conjunto de continuidade de f é R?\ {(0,0)}, isto é {(x,vy)| (x,y) #

(0,0)}.

Uma vez que f(0,0) =1e = 0, segue que f ndo é continua em (0, 0).

Exercicio 6. Calcule
. Xy
lim

(x)—(00) \/xZ + 2

SorucAo 1:
Usaremos coordenadas polares:

X =rcosf
y = rsend

r=/x>+ 1>
Quando (x,y) — (0,0), temos r — v/0% + 02 = 0. Logo,

2 0
lim XY = lim M = lim r cos 0 senf

(x,y)—(0,0) /x2 + yz r—0 r r—0

Como -1 <cosf<1le—-1<send <1,entdo —1 < cosbfsend <1, dai
—r <rcosfsend <r.

Como lim,_,o —7 = lim,_,or = 0, segue do Teorema do Confronto que

lim XY = limrcos 0 senf = 0.

(xy)=(00) \/x2 +y2 10

SoLucgAo 2:
E suficiente mostrarmos que

lim Y | _
(xy)=(00) | \/x? + y?

ou seja
Ly

B S 4 Y )|
(xy)=(00) \/x% + y?



Note que |x| = vVx2 < y/x% + y2. Entdo

< —<1
x| |y
>0< ————<

Como lim ) ly| = 0, segue do Teorema do Confronto que

(xy)—(0,0
. x|
lim ————=0
(xy)=(00) \/x? + y?
e portanto
lim ——Y =0

(xy)=00) /X2 +y2

(¢ SorucAo 3: Seja f(x,y) = \/;LWZ

Rascunho: Dado ¢ > 0 qualquer, queremos encontrar um ¢ > 0 tal que se (x,y) # (0,0)

com
0<\/(x =02+ (y— 0?2 <5ie0< /x2+y2 <5,
entao
: xy
x,y)—0l <eie | ———| <e.
Note que |x| = V22 < \/x2 + 2. Entdo
o< 4
/x2+y2
=0< 'xy < lyl.
x2+y2
Como |y| < /x?+ y? < §, entdo escolhendo & = ¢, obtemos
xy
— | < < =c¢.
amnl vl

Resposta: Dado ¢ > 0, tome § = ¢. Suponha que (x,y) # (0,0) e 0 < /x?+y> < J = &.
Entdo, como |x| < /x2+ 12, e |y| < y/x% + y?, temos

X
F(x) — 0] = _ << Rrr<e

Xy
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