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TEOREMA DE STOKES

Exercicio 1

Use o Teorema de Stokes para calcular
ffs rot(F) -d§,

para F(x,y,z) = (yz,xz,xy) e S sendo a parte do paraboléide z = 9 — x> — y2 que esta
acima do plano z = 5, com orientagdo para cima.

SorugAo: Intersegdo do paraboléide com o plano:
5=9—x2—y?
=>x2+y>=4, z=5.

Esta é a curva C que delimitada a superficie S e é orientada no sentido anti-horario. Sua
parametrizacdo é dada por:

r(t) = (2cos(t),2sin(t),5); 0<t < 2m.
Entao

' (t) = (=2sin(t),2 cos(t),0)
F(r(t)) = (10sin(t), 10 cos(t),4 cos(t) sin(t)).

Pelo Teorema de Stokes,

ff rot(F)-dng E.-dr

S C
= [Few) o
= J-OZ”(10 sin(t),10 cos(t),4 cos(t) sin(t)) - (—2sin(t),2 cos(t),0) dt
= fozn 20(—sin®(t) + cos?(t)) dt

27T
=20 fo cos(2t) dt

=0.

. 27
_ 20[ sin(2t) ]
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Exercicio 2

Use o Teorema de Stokes para calcular a integral de linha
gsc zdx — 2xdy + 3ydz,

em que C é a curva dada pela intersecgdo do cilindro x? + y? = 1 com o plano x + y +
z = 1, orientada no sentido anti-horario quando visto de cima.

Sorucgao:
Pelo Teorema de Stokes, temos

ICF cdr = jc Pdx + Qdy + Rdz = | js rot(F) - dS,

sendo F = (P,Q,R) e C a fronteira da superficie S.
Temos F(x,y,z) = (z,—2x,3y) e

P 7R
_ I ) d | _ 27,7 _ 9% — _
rot(P)_VxF_a % $_3Z+] 2k = (3,1,-2).
z —2x 3y

A superficie S é parametrizada por

r(u,v) = (u,v,1 —u—-o),(u,v) €D

sendo D = {(u,v) : u*> + v* < 1}. Logo,

r, = (1,0,-1)

r, = (0,1, -0)
PR

ruxr, =11 o —1/= 1L LD
01 -1

rot F(r(u,v)) = (3,1,-2)

Portanto, pelo Teorema de Stokes:
9€C zdx — 2xdy + 3ydz = J fs rot(F) - dS
= ffD rot F(r(u,v)) - (r, x1,) dA
- ” (3,1,-2) - (1,1,1) dA
D
=2 f fD dA
2 o1
=2 fo fo rdrdf
=2.2 L =2
=L-27T" E = Z7JT.

Alternativamente, poderiamos ter calculado usando o vetor normal:



Ty X Ty (1,1,1)
n= = .
|7y, X 75| \/§

Dai, pelo Teorema de Stokes:
ggc zdx — 2xdy + 3ydz = f fs rot(F) - dS

:ffsrotF-ndS

1,1,1
- ”5(3,1,—2)- e



TeEOREMA DO DIVERGENTE

Exercicio 3

Sejam F(x,y,z) = (x +y + z2)k e S a fronteira do cilindro x2 + y2 < 4e 0 < z < 3.

Calcule
| fSF -nds,

em que 7 é o vetor normal unitario que aponta para fora do cilindro.

Sorucaio:
Temos

”SF-ndszijP-dsT.

Pelo Teorema do Divergente (ou Teorema de Gauss), segue que

”SF.d§= f”Ede) v,

sendo E o sélido dado pelo cilindro x> + y?> <4e0 < z < 3.
Como F(x,y,z) = (0, 0,x+y+ 22), entdo div(F) = 2z. Portanto,

”SF-d§=f”Ezde.

Usaremos coordenadas cilindricas:
x=rcosf, y=rsind, z=z.

Dai,

ijP-d§:fij2zdv

= fozn foz f: 2z - r dzdrd6
= fozn foz [22]3 -rdrdd

7’22
=27 |=| -9=36m
. MO "



Exercicio 4

Use o Teorema do Divergente para calcular a integral de superficie

ffSP-d§,

ou seja, calcule o fluxo de F através de S, sendo
F(x,y,z) = (x> + ysin(z),y> + zsin(x), 3z)
e S a superficie do sélido limitado pelos hemisférios

z=\[4—x2—y2,z=m

e pelo plano z = 0.

Sorucao:

P 9Q IR
iv(F) =V .-F = — — I — 2 2 — 2 2 )
div(F) F=—+ 3 + oo =3 +3y°+3 3(x* +y*+1)

Considere S orientada positivamente e seja E o s6lido delimitado por S. Pelo Teorema do
divergente, e usando coordenadas esféricas,

x = psingcosd
y = psingsin®
Z=pcosQ,

obtemos

”SF-d§ = j”Ediv(P) v
:3f”E(x2+y2+1)dv
=3 fozn ff ff(pZ sin?(¢) cos? 0 + p? sin?(¢) sin2 § + 1) - p? sin ¢ dpdpd
=3 fozn ff LZ(PZ sin?(¢) + 1) - p? sin ¢ dpdpd®

o (T (P ein 2

= Sfo fo fl (p*sin® (@) + p?sin @) dpdpd6
2
B 27 g 3 i
_3f0 fo sin ((p)l5 1

27 25 1
:3f0 fozsin3(q))[§—g}+singo

2 o2 31 7
= SIO foz (1—cos?(9)) -sing - 5+ gsin(pd(pdﬁ

93 cos3 (@) 2194
=2m-|—| —cos¢ + —7cos@p| = —TI.
5 3 0 5

1
+ sin q){gl dedd
1

21 dedo
373"




Exercicios ExTras

Exercicio 5

Sejam F(x,y,z) = (x, v, X2+ yz) e C a fronteira da parte do paraboléide
z=1-x%>—y?

no 1° octante. Use o Teorema de Stokes para calcular [ F - dr, sendo C orientada no

sentido anti-horario quando visto de cima.

Sorucao:
S é a superficie dada por z = ¢(x,y) = 1 — x?> — y? no 1° octante. Uma parametrizagao
dela é dada por

r(u,v) = (w,0,1—u>-v?); u>0,v=>0

Dai,
r, = (1,0, -2u)
r, = (0,1, -20)
PR
Ty Xty =110 —2ul = (2u,2v,1).
01 —2v
Ainda,
P 7R
rot (F) =VxF=|2 % 2 = (2, -2x,0)
x oy x2+4y?
Logo,

rot F(r(u,v)) = (2v, —2u,0).

Pelo Teorema de Stokes,
fCF -dr = f fs rot(F)dS
= ij rot F(r(u,v)) - (r, xr,) dA
- f fD(zv, —2u,0) - (2u,20,1) dA

= ffD2uv—2uvdA:0.



Calcule [ [, F- dS em que F(x,y,z) = (3xy?,x¢%,2%) e S é a superficie do s6lido limi-
tado pelo cilindro y? + z> = 1 e os planos x = —lex = 2.

SorucgAo:
Seja E o sélido dado pelo cilindro e os planos do enunciado. Temos

div(F) =V -F =3y? + 0 + 3z = 3(y? + z2).

Usaremos coordenadas cilindricas:

X=X
y =rcosf
z=rsinf

(Note que o cilindro y? + z2 = 1 se estende ao longo do eixo x!).

Pelo Teorema do Divergente:

fLngszkaBdV
[ [ 302 2y av
= fozn fol f_zl 312 rdxdrdd

4 1

=3[0 [rz] 2P,
0

=3-2 13
= 7-[4
18
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