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(Arcuns) Exercicios b REvisAo

Considere a fungio f (x,y) = x%y + 12x2 — 8y definida em R2.
a) Determine os pontos criticos e seus valores criticos.
b) Classifique os pontos criticos como maximos/minimos locais ou pontos de sela.

SorucgAo:
a) Temos

fe =3x%y +24x ef, = x> -8,
Para encontrar os pontos criticos, devemos resolver o sistema de equagdes:
3x2%y +24x = 0
x> —8=0.

Da segunda equagdo, x> = 8, ou seja x = 2. Substituindo tal resultado na primeira
equagdo, obtemos

3:22y+24-2=0

=12y +48 =0
48
=>y:—4,

O tinico ponto critico é (2, —4). Seu valor critico é dado por
f(2,—4) =23(—4) +12-2% — 8(—4) = 48.
b) Usaremos o Teste da 2* derivada.
fex =6xy +24, f,, =0, fy =32

2
= D(X,y) :fxx 'fyy _foy = (6xy +24) -0 - (33(2) = —9x4
= D(2,—4) =-9-2* = -144 < 0.

Como D(2,—4) < 0, segue que (2, —4) é um ponto de sela.



Exercicio 2

Usando o método dos multiplicadores de Lagrange, determine os pontos do elipséide
x> +y?>+22=35
que sdo candidatos a méximos e minimos da soma
2x + 6y + 10z
e indique quais sdo os méximos ou minimos globais.

SorLucgio:
Queremos maximizar/minimizar a func¢do

f(x,y,z) =2x + 6y + 10z
sujeitando-a a condic¢do
g(x,y,z) =x* +y? + 22 = 35.
e Primeiro Passo: 35 é um valor regular para a funcado g. Pois
Ve(x,y,z) = (2x,2y,2z) = (0,0,0)
se e somente se (x,y,z) = (0,0,0). Mas nesse caso terfamos
x2 +y? +2%2 =0%+ 02+ 02 # 35.
e Segundo Passo: Usando os multiplicadores de Lagrange, temos
Vf(ry,z) =A-Vg(xy,z) eg(x,y,z) =35

ou seja, devemos resolver o seguinte sistema de equagdes:

2=A-2x
6=A-2y
10=A-2z

x% +y? + 2% = 35.

Das trés primeiras equacoes:

Substituindo na dltima:

x> +y?>+22=35

SURORGES

35
=>A=41.

Entdo os candidatos a extremos sdo os pontos (1,3,5) e (=1, -3, =5).

e Terceiro Passo: Note que f é uma fungdo continua em todo o seu dominio e o elipséide



{x? +y? + 22 = 35}

é um conjunto compacto (limitado e fechado), portanto pelo Teorema do Valor Ex-
tremo, f admite médximo e minimo globais no elips6ide. Portanto seu valor méximo
global é f(1,3,5) = 70 e o minimo global é f (-1, -3, -5) = —70.



Calcule

f fD x - cos(y) dA

e determine a drea da regido D limitada pory = 0,y = x%,x = 1.

Sorucgao:
D={(x,y)0<x<1,0<y<x?}
A area de D é dada por
1 a2 1 2 1,
AD) = ffDl-dA = fo fo 1-dydx = fo [yl, dx= fo x=dx =
Agora,
fJ' x - cos(y) dA = fl fxz x - cos(y) dydx
D
= j [sin()]3
= f X - sm dx (Substitua u = x
1
= 2[cos(xz)]O

1
= 5(1 —cos(1)).

2)

lx_




Exercicio 4

Calcule
f fR(x2 —xy +y?) dA

em que R é a regido limitada pela elipse x> — xy + y? = 2. Use a transformacéo

2 2
x=\/§~u—\I;-v, y=\/§-u+ g-v.

SorLucgio:
O jacobiano da transformagéo é dado por:

oy 23 s

— > 0.

a(u,v)_ﬁ \/g 3

Usando a transformacéo, obtemos:

—y+y=(\/§—\E)—(\/§-\E)(\/§+\E)+(J§+\E)

= 2u? + 202,

2

E a regido x> — xy + y> < 2 é entédo levada pela transformagéo na regido 2u? + 20> < 2,
ou seja u? + v < 1.
Portanto, pelo Teorema de Mudanga de Variaveis:

et medyan=[ [, ) du

27 o1 4
= f f (2-7%) - —-rdrd6 (coordenadas polares)
0o Jo J3
27 o1
_ i.fonfo 3 drdd

V3



Usando o Teorema de Stokes, calcule [ F - dr em que F(x,y,z) = (x%z,xy?,z*)eCéa
curva de intersecdo do plano x + y + z = 1 com o cilindro x? + y? = 9 com orientagéo
no sentido anti-horario quando visto de cima.

Sorucio 1:
Vamos considerar uma superficie S tal que dS = C. Seja S parametrizada por

r(u,v) = (u,v,1—u—ov) comu?+ 02 <9.

(Ou seja, S é a parte do plano limitada pelo cilindro).
O vetor normal unitério a superficie é dado por

r, X7 1
n= = = _(1/1/1)/
|7, X 1ol ‘/g

poisr, = (1,0,-1), r, = (0,1,-1) e r,xr,=(1,1,1).

Agora,
i ]k
d d Ie] 2 2 >
rot F=VxF = % % o = 07 + x%/ + y%k = (0,x2,?).
x%z xy? z2

Portanto, pelo Teorema de Stokes:

fCF-dr: ffsrotF-dS
= ffsrotF-ndS

[ [0

1
—(1,1,1)dS
3

5
= ffs %(x2 +y?)dS

} %-[J.u2+1)259(u2 +o7)- V344

_ jozn f;’ 12 v drdo
81

SorugAo 2: Considerando a mesma parametrizagdo,



r(u,v) = (,0,1—u—ov) comu?+0v2<9,
temos
r,xr,=(1,1,1) e rotF(r(u,v)) = (0,u?0?)
e entdo pelo Teorema de Stokes:

fCF‘dV=ffSrotF'dS

= ijrotF(r(u,v)) - (r, x 1,) dA
= 2 ,2Y.
- ”uzﬂ,zgg(oru ,0%) - (1,1,1) dA
= f f u? +v2dA

u2+92<9

= IOB jozn r2 . rdrdf

_817r
=—



Use o Teorema do Divergente para calcular

f ~fS(Zx +2y +2%) ds

em que S é a esfera x> + y2 +z2 = 1.

SorugAo: Inicialmente, devemos encontrar um campo F tal que

ffSF-ndS = ffs(2x+2y+zz) ds.

Devemos ter entdo
F-n=2x+2y+2z%

Como S é uma esfera unitdria, os vetores normais a S sdo da forma

_ (X,y,Z) — (x,y,z)

|(x;]/12)| ’x2+y2+22

= (v, y,2).

Dai,
F-n=2x+2y+2z>=F(x,y,z) = (2,2,2).

Portanto divF =V -F =0+ 0+ 1 =1 e entdo pelo Teorema do Divergente:
2 _ . _ ~
ffs(2x+2y+z ) ds = ffSP ndS = fjfEdldeV (%)
[
E
V(E) = 2n(1)? = 2
= = -7 = —7TT.
3 3
() Para resolver esta integral, use coordenadas esféricas
1 27T ot
2
-[0 -[0 -[0 p~ - sin(¢@) dedbdp,

ou lembre da formula do volume da esfera.
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