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DER1IvADAS PARCIAIS

Exercicro 1. Seja f(x,y) = 16 — 4x* — y?. Calcule fx(1,2) e f,(1,2) e interprete esses
nimeros como inclinacdes.

SorucAo:

fx(x,y) = —8x = fr(1,2) = —8.
fy(x,y) = —2x = £,(1,2) = —4.
O gréfico de f é o paraboloide z = 16 — 4x?> — y2. A intersecdo do plano y = 2 e gr(f) é
dado pela pardbola z = 12 — 4x%, x = 2 :
Ci(x) = (x,2,12 — 4x%),x € R.
A inclinacdo da reta tangente a curva C; no ponto (1,2, f(1,2)) = (1,2,8) é fx(1,2) = —8.

Analogamente, a intersec¢éo do plano x = 1 e gr(f) é dado pela pardbolaz = 12 — 2, x =
1:

Gy) =Ly 12-y)y R
A inclinagado da reta tangente a curva C; no ponto (1,2,8) é f,(1,2) = —4.

Exercicio 2. Determine as derivadas parciais de 1° ordem das funcgdes:

0 [l ~inlx-2ys 5
b) F(x,y) = fcos

SorucAo: (a)

1 2 3
S 2) = e VA = iy v A = gy
b)
M O Teorema Fundamental do célculo diz que se uma fungédo f : [2,b] — R é continua
entdo a funcdo g(x f f(t)dt é derivéavel e g'(x) = f(x), ou seja,

o [ o= 5.
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Como f(t) = cos(e') é continua, entdo pelo Teorema Fundamental do Célculo:

X

Fe(x,y) = %/y cos(e)dt = cos(e®).

0
Fy(xfy) = —@/x

y
cos(e)dt = — cos(e¥).

Exercicro 3.  Verifique se u(t,x) = e~Ftgen(kx) é solucdo da equacdo do calor
U = &Uyy.
SoLucAo:
1y = ke %% cos(kx)
lyx = —k2e~FIgen(kx)
up = —a2k2e " Ftsen(kx) = a2y

PLANOS TANGENTES E APROXIMAGOES LINEARES

Exercicro 4. Seja

f(x,y) _ { (x2 + yz)sen<x2;+y2), (x,y) }é (0, 0)
0 ; (xy) =(0,0)
: ) )
a) Determine 7 e y
b) Mostre que % e % nao sdo continuas em (0, 0).

c) Prove que f é diferencidvel em (0,0).

1
. f(h0)—f(0,0) . hsen(j) 1\ _
fx(0,0) = lim 7 = hm g = lmhsen{ 5 ) =0
1
. F(0,h) = f(0,0) . h?sen(y) 1\ _
f4(0,0) = Jim h = pm o = imhsen{ 75 ) = 0.

Na ultima igualdade, usamos o fato de que sen(hlz) é limitado:

1
ﬁ)]gl

1
2

1

-1< —}sen(h2

)| < sen(-5) < |sen(



b)

lim x,y) = lim 2xsen<
(xy)—(0,0) f(xy) ()~ (0,0)

Note que sobre a reta y = x,

. . 1 X 1
lim fy(x,x) = lim 2x sen(z—xz) — 2 C08 (2_x2>

x—0 x—0

. 1 1 N .
= lim —— COS P nao existe!
x—0 X 2x

pois limx_>+0—%cos (21?) = —o0 e limx%_o—%cos (2%2) = oo. Como ndo existe
limy 0 fx(x,x), ndo existe lim(y,)_,(00) fx(x,y) e entdo fy ndo é continua em (0,0).
Analogamente, f, ndo é continua em (0, 0).

<)
f admite derivadas parciais em (0,0)

_ r(h, k)
e hm(h,k)—>(0,0) |(I’l,k)| =0.

f é diferencidvel em (0,0) < {

r k) FO+1,0+k) — £(0,0) — £(0,0)k — £,(0,0)k

| (h, k)| x2 412

Como

(k) —(0,0)
segue que f é diferencidvel em (0,0).

Exercicio 5. Existe alguma funcdo f tal que suas derivadas parciais sejam dadas

por fx(x,y) =x+4ye fy(x,y) =3x — y?

SorLugAo: Temos fy,(x,y) =4 e fyx = 3. Note que fy, e fyx sdo fun¢des constantes, logo
sdo continuas, mas fy, # fyx. Portanto, pelo Teorema de Clairaut-Schwarz néo existe f.

Exercicio 6. Determine N, e uma equagédo do plano tangente a superficie z = /Xy
emp=(1,1,1).
R Em geral, a equacao de T,S é dada por
z—z0 = fx(x0,50)(x = x0) + fy(x0,¥0) (¥ — yo)-
Essa equagdo também pode ser determinada na forma

Ny - ((x,v,2) = (x0,Y0,20) = 0)
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sendo Np = (fx(x0/y0>/fy(x0/y0)/ —1)~

SoLucgAo:
9z _ l(x yry=-Y = 9z _1
ox 2V Y= 2/xy T ox |1y 2
%_l(x)*%x__x N _1
oy 2 T oAy T ax|aay 2

Logo, N, = (%, %, —1). E a equagdo do plano tangente é dada por
N, - (x —x0,y —Y0,2—29) =0
= (3%5-1)-(x-Ly—1z-1)=0

Y1y -1

—1==
=z 5 5

Exercicro 7. Determine uma equagédo de T,S dado que p = (2,1,3) e as curvas
c(t) = (2431 — 2,3 — 4t + 1?)
co(u) = (1+u?2u® —1,2u+1)

estdo em S.

Como as curvas dadas estdo em S, conhecemos pelo menos dois vetores tangentes as S :
ci(t) = (3,—2t,—4 +2t)
ch(u) = (2u,6u?,2).
Note que ambas as curvas passam pelo ponto p. Isso ocorre quandot =0eu =1
c1(0) = c2(1) = (2,1, 3).

Logo ¢}(0) = (3,0, —4) e c5(1) = (2,6,2) sdo vetores tangentes a S no ponto (2,1,3) e entdo
sdo ambos paralelos ao plano tangente a S em p.
O vetor normal ao plano tangente é dado por

c1(0) x c5(1) = (3,0, —4) x (2,6,2) = (24,—14,18).
A equacdo do plano tangente é entdo N, - ((x,y,2z) — (2,1,3)) =0, i.e:
24(x—2)—14(y—1)+18(z—3) = 0.
Simplificando,
12x =7y + 9z = 44.

Exercicios ExTrAs

(£ Exercicio 8. Seja f diferenciavel e f(2,5) = 6, fx(2,5) = 1, f,(2,5) = —1. Use
aproximagéo linear para estimar f(2.2,4.9).

SoLucAo:
flxy) = f(2,5) + f2(2,5)(x = 2) + f4(2,5)(y — 5)

=6+ (x—2)—(y—5).
= f(22,49) ~ 6+ (22 —2) — (49 —5) = 6.3.



(¢ Exercicro 9. Determine a diferencial da fungao f(t,x) = e~2* cos(27tt).

SoLucgAo: Por definicdo,

of ., of
df = =dt + —=dx.
L R FLE
Entédo, como 9 — _2me~2 sen(2rrt , 9 — _0p=2% cos (277t , temos
ot ox

df = —2me > sen(27t)dt — 2e>* cos(27t)dx.
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