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REGRA DA CADEIA
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Exercicio 1. Seja z = x° + xy” com x = uv” + w” e y = u + ve®. Determine §:, 3=, 5=

quandou =2,v =1,w = 0.

SorucAo:
Pela Regra da Cadeia, temos
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= (2x +y°)0* + 3xy?,
= (2x + 1°)2uv + 3xy?e”
= (2x + y*)3w? + 3xy*ve”

Quandou =2,v =1, w = 0, temos
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Exercicro 2. Suponha que a equagdo e* = xyz determine z = f(x,y) como funcdo de

x ey. Calcule & e g;

Sorugao 1: Seja F(x,y,z) = ¢ — xyz = 0. Entdo, pela regra de derivagao implicita, temos

0z Fy yz iz B xz

ox E e—xy 9y E  e—axy
1




SoLugAo 2: Derivando a equagdo e” = xyz em relacdo a x, obtemos
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M Para deduzir as férmulas usadas na Solugdo 1, basta derivar F(x,y,z) = 0 em relacdo
a x e y, respectivamente, lembrando-se que z = f(x,y).

Exercicro 3. Mostre que qualquer fungdo da forma
z = f(x+at) + g(x — at)
é solucdo da equacdo de onda
Fo a0

a2 a2
[Dica: u = x +at, v = x — at.]

SoLugAo: Sejam u := x +at e v := x — at. Entdo, z = f(u) + g(v). Logo, & = f'(u) e
oz /
5 =& (0).
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Entdo,
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Portanto,
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DERIVADAS DIRECIONAIS E O VETOR GRADIENTE

Exercicro 4. Determine a derivada direcional de f(x,y,z) = xe¥ + ye* + ze* no ponto
p = (0,0,0) na diregdo e sentido do vetor v = (5,1, —2)
SorucAao:

Vi(xyz) = (f(xy2), fy(x,y,2), f2(x,,2))
= (¥ + ze*, xe¥ + %, ye* +¢¥).

Logo, V£(0,0,0) = (1,1,1). Um vetor unitario na direcdo de v = (5,1, —2) é

6_£_<5 1 —2)
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Entio,
Ds£(0,0,0) = V£(0,0,0) -
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Exercicio 5. Determine equagdes de plano tangente e reta normal a uma superficie
dada no ponto especificado:

S={xyz> =6}, p=(321).



SoLugAo: Seja F(x,y,z) = xyz> (S é a superficie de nivel de equagdo F(x,y,z) = 6).
Temos

VEF(x,y,z) = (yz% x2%,2xyz),
daf
VE®3,2,1) = (2,3,12).
Equagcdo de T,S = {(x,y,z)) € R*| VF(p) - ((x,y,z) —p) =0} :
VE®B3,2,1)- (x—3,y—2,z—1) =0
2(x—3)+3(y—2)+12(z—1) =0.

Equacdo da reta normal R, = {p + tNp|t € R} :
(x,y,z) = (3,2,1) +£(2,3,12);t € R,

escrevendo em equagdes simétricas:

x—-3  y—-2  z—1
Fe(3,2,1)  F,3,21) FE(321)
x—3 y—2 z-1

2 3 12

Exercicro 6. Determine a derivada direcional da fun¢do z = f(x,y), na dire¢do do
vetor (2,2) e no ponto (0,1), sendo z definida implicitamente pela equagdo

4y 422+ xyz = 0.

Qual é o valor maximo da derivada direcional de z = f(x,y) no ponto (0,1)?

SoLugAo: Um vetor unitario da direcio de u = (2,2) é 7 = \%(2,2). A derivada
direcional é dada por:
D,f(0,1) =Vf£(0,1) - 7.

Vamos calcular o vetor gradiente em (0,1) : Vf(0,1) = (fx(0,1), f,(0,1)). Substituindo
x=0ey=1em x%+y>+2z>+ xyz = 0, obtemos

1+22=0=>z= -1
Seja F(x,y,z) = x® 4+ y® + 2% + xyz. Entao,

Fe(x,y,2z) = 3x% + yz

Fy(x,y,z) = 3y* + xz

F(x,y,z) = 322 + xy.

Entao,
0z F.(0,1,—-1) 1
O,]. —_ = - = —
fx(0,1) ox F(0,1,-1) 3
(0,1,-1)
aZ Fy(ol 11_1) 3
0,1 = — :——:__:_1.
fy(0,1) oy F.(0,1,-1) 3
(0,1,-1)




Logo,

2 2 4

T 3/8 VB 3B

O valor maximo da derivada direcional, que ocorre na direcdo do gradiente, é dado por

IV£(0,1)] = |(%,—1)| :@.

VALORES MAXIMO E MINIMO

Exercicro 7. Determine os valores mdximos e minimos locais e pontos de sela da
fungao
flx,y) =9 —2x +4y — x> — 4%

SorucAo:
As derivadas parciais de primeira ordem sdao dadas por:

fr=-2-2x

Para encontrarmos os pontos criticos, devemos resolver as equagdes
—2-2x=0 (1)
4-8y=0 (2)

Da Equacédo (1), temos 2x = —2 = x = —1. Da Equagdo (2),8y =4 =y = % Entdo o tnico
ponto critico é (—1,1).
Agora vamos calcular as derivadas parciais de segunda ordem e D(x,y) :

fxx:_z fxyzo fyy:_s

D) = B J) = fuafy = £y = (-2)(-8) -0 = 16

Como D(—1,1) =16 > 0 e fux(—1,3) = —2 < 0, entdo pelo Teste da Segunda Derivada
f(-1, %) = 11 é um maximo local.

Exercicios ExTrAs

(¢ Exercicro 8. Uma funcdo f é dita homogénea de grau n se f(tx, ty) = t"f(x,y)
para todo t, sendo n um inteiro positivo e f tem as segundas derivadas parciais
continuas.

(a) Verifique que f(x,y) = x?y + 2xy* + 5y° ¢ homogénea de grau 3.

(b) Mostre que que, se f € homogénea de grau n, entdo

xgj; +yg§ =nf(xy).

[Dica: Use a Regra da Cadeia para derivar f(tx,ty) em relagdo a t.]



SoLugAo: (a) Como f é uma funcdo polinomial, f é continua e possui derivadas parciais
de segunda ordem continuas e

fltx, ty) = (b0)*(ty) +2(tx) (ty)* + 5(ty)°
= Bx%y + 28xy° + 5839°
= 13 (x%y + 2xy? + 5¢°)
= f(x,y).
Portanto, f € homogénea de grau 3.

(b) Seja f homogénea de grau n. Diferenciando ambos os lados de f(tx,ty) = t"f(x,y)
em relacdoa t:

& Flexty) = S f ()] =
%f(tx, t]/) . a(attx) + %y)f(tx, ty) X ag;/) _ xa(?x)f(tx, ty) _{—y%f(tx’ t]/) _ nt”_lf(x,y).

Tomandot=1:

v f () e () = nf(x,9),

f(tx, ty)

tx ty
X t X t
(£ Exercicio 9. Determine a derivada direcional de f(x,y) = ye * no ponto
p = (0,4) no sentido do angulo 6 = 2Z.

Sorugio: f(x,y) = ye™* = fr(x,y) = —ye * e fy = e~*. Se u é um vetor unitario na
dire¢do do angulo 6 = %”, i.e. u = (cosf,sen ), entdo

D.f(x,y) = fx(x,y) cos 0 + fy(x,y)sen 6,

logo,
2m 27
D,f(0,4) = fx(0,4) cos - + fy(0,4)sen 5
1, V3 V3
= —4(—§)+7 _2+7.

(¢ Exercicro 10. Determine a taxa de variagdo maxima de f(x,y) = sen (xy) no ponto
p = (1,0) e a direcdo em que isso ocorre.

SorucgAo: Vf(x,y) = (ycos(xy), xcos(xy)). Logo, Vf(1,0) = (0,1).
Entdo a variagdo maxima é dada por |V £(1,0)| = 1 e ocorre na dire¢do do vetor gradiente
(0,1).



@;’EXERCiCIo 11. Seja g(t) = f(3t%,3,¢*) e suponha que %(0, 0,1) = 4. Determine
g'(0).

SoLucgAo:

Pela Regra da Cadeia, fazendo

X = 3t2,y =13,z =¥,

f
temos / ‘ \
= A Ay Of y
& oxot oyot  ozot ‘ |
t

d
=/ (t) = 6t£(3t2, £3,e%) + 3t2—f(3t2, £2,e*) + ZeZt—f(3t2, t3,e?).

ay 0z

Para t = 0, como %(O, 0,1) = 4, temos

(¢ Exercicro 12. Seja f(u,v, w) diferencidavel. Mostre que se u = x —y,v =y —z e
w = z — x, entdo
of of of _

ax "oy oz

SorLucgAo: Pela Regra da Cadeia,

af 8f8u+afav+8f8w af odf
9x OJuodx  Jvdx owodz Odu ow
of _afou  ofav afow _ of of
dy oudy odvdy owdy  ou v

9f _afdu  ofdv  dfdw _ af  af

9z oudz  Jvdz  Owodz  Jv  ow

Portanto,

a£+a§+%:<%_%>+< af: 8£>+< ai ai) "

(¢ Exercicro 13. Mostre que todo plano que é tangente ao cone x? + y?> = z? passa
pela origem.




SorugAo: Seja F(x,y,z) = x>+ y?> — z2. O plano tangente & F em um ponto (a,b,c)
satisfaz:

VF(a,b,c) - (x—a,y—b,z—c) =0
< (2a,2b,—2¢) - (x —a,y—b,z—c) =0
< 2a(x—a)+2b(y—b) —2c(z—c) =0
& 2ax — 24 + 2by — 20> —2cz +2c¢2 =0
& 2(ax+by —cz) —2(a*+ > —c*) =0
& ax+by —cz — (a®> +b* — ) = 0.
Uma vez que (a,b,c) pertence ao cone, entdo a2 4+ b? =2
> +b* —c*=0.
Entdo, todo ponto (x,y,z) do plano tangente satisfaz a equagao
ax+by—cz— (a*+b*—c*) =0
= ax + by —cz = 0.

, Ou seja

Observe que essa equagdo é verdadeira para (x,y,z) = (0,0,0) :
a-0+b-0—c-0=0.

Portanto, qualquer plano tangente ao cone passa por (0,0,0).
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