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Exercicios DE REVISAO

Exercicio 1. Mostre que ndo existe f com derivadas parciais dadas por

fx(x,y) = e + sen(x +y) e fy(x,y) = cos (xy).
SoLucgAo: Temos

fry(x,y) = xe™¥ +cos (x +y) e fyx(x,y) = —ysenxy.

Logo, fxy(x,y) # fyx(x,y), por exemplo f,,,(0,0) =1 # 0 = f;2(0,0). Como fy, e fyx sdo
continuas e fyx,(x,v) # fyx(x,y), segue pelo Teorema de Schwarz que néo existe f.

Exercicio 2. Verifique se f é diferencidvel ou nao.

S (x,y) # (0,0)
X, — ! x*+y
fxy) {o (x,y) = (0,0)

SoLugAo: Mostraremos que f ndo é continua em (0, 0). Temos f(0,0) = 0. Vamos calcular
liIn(x,y)—)(O,O) f(x/ y)

e Sobre 0 eixo x :

li = li
(x,yfir}o,o)f (x,y) = lim f(x,0)
y=0

= lim
x—0x4+0
=1lim0=0.

x—0

e Sobrearetay = x:

lim f(x,y) = lim f(x,7)

(xy)—(0,0)
y=x
lim — &
T + x4
~ a2 2
Como
lim X, # lim X, Y)
. éo,o)f (x,y) (X,y])/j)S0,0)f (x,y)
- _

segue que lim, ), (90 f(x, ) ndo existe. Logo f néo ¢ continua em (0, 0). Portanto f néo

é diferenciével em (0,0).
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Exercicro 3. Suponha que em certa regido do espaco o potencial elétrico V seja
dado por V(x,y,z) = 5x> — 3xy + xyz.
(a): Determine a taxa de variagdo do potencial no ponto p = (3,4,5) em diregdo
ao ponto q = (4,5,4).
(b): Determine a direcdo e sentido em que V varia mais rapidamente e calcule a
taxa de variagdo maxima.

SorugAo:(a) O vetor gradiente é dado por

VV(x,y,z) = (10x — 3y + yz, —3x + xz, xy)
= VV(3,4,5) = (38,6,12).

Considere o vetor u = pj = (4—3,5—4,4—5) = (1,1, —1). Um vetor unitario na direcao
e sentido de u é
. (1,1,-1) 1
n= ) (11,1,
|(11 1/ _1)| \/§

A taxa de variagdo de V em p na diregdo de il é

D,V (3,4,5) = VV(3,4,5)

-1
_ (38,6,12)  ——(1,1,~1)
14 7 \/— 7 7

(€M)
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(b) A direcdo e sentido de maior crescimento de V é dada pelo vetor gradiente
VV(3,4,5) = (38,6,12) = 2(19,3,6) ou, de modo equivalente, pelo vetor (19,3,6). A taxa
de variagdo méaxima é dada por

VV(3,4,5)| = 1(38,6,12)] = 1/ (38)2 + 62 + (12)2 = /1624 = 2/406.

Exercicro 4. Determine e classifique os pontos criticos da fungao

floy) =442+ —3xy.

SoLugAo: Os pontos criticos de f satisfazem a igualdade:

Vf(x,y) = (3x* — 3y,3y> — 3x) = (0,0).
Ou seja,
{ 3x2—3y=0=x2—y=0 (1)
3> - 3x=0=y>*—x=0 (2)
Da Equacéo (1), temos y = x2. Substituindo na Equagéao (2), obtemos

r—x=0

= x(x>-1)=0
=x=0oux=1.

Se x =0, temos y = 0. Se x = 1, entdo y = 1. Os pontos criticos sdo (0,0) e (1,1). A fim
de classificar os pontos criticos, calculamos as derivadas parciais de segunda ordem e o



determinante da matriz Hessiana.

fxx = 6x, fxy = fyx = -3, fyy = 6]/-
D(x,y) = faxfyy — fxy = 36xy — 9.
Entdo, pelo Teste da Segunda Derivada:

e Como D(0,0) = —9 < 0, o ponto (0,0) é um ponto de sela e f(0,0) = 4.
e Como D(1,1) =27 > 0e fxx(1,1) = 6 > 0, entdo f(1,1) = 3 é valor minimo local,
ou seja, f possui um minimo local em (1,1).

Exercicio 5. Encontre todos os valores extremos da fungdo f(x,y) = xy sobre a
elipse

X2+ 4y? =8
e classifique-os como maximo ou minimo.

SorucAo:
e Passo 1: Considere

glry) =x* +4y°.
Note que 8 é valor regular de g, ou seja,
Vg(x,y) = (2x,8y) # (0,0) para todo (x,y) que satisfaz x> + 4y = 8,
pois (2x,8y) = (0,0) < (x,y) = (0,0) e 0> +4-0? # 8.
e PAsso 2: Pelo Método dos Multiplicadores de Lagrange, devemos ter
Vf=AVgeg(xy)=x>+4y*=8.
Logo,
y=2xA (1)
x=8yA (2)
x> +4y> =8 (3)
Note que x,y # 0. Ainda, pelas equagdes (1) e (2) obtemos

_y_x
C2x 8y
= 8y* = 2x?
Lo
YTy
X
+=.
=Yy 5
Substituindo na Equagédo (3), obtemos
X% + 4y2 =8
2 X\2
4(=)" =8
x°+ (2)
= 2x* =8
=x2=4
= x = £2.

As solugdes sdo entdo (2,1),(—2,-1),(2,—-1) e (—2,1).
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e Passo 3: Como B = {(x,y)|x? + 4y?> = 8} é compacto (limitado e fechado) e f é continua,
entdo f admite extremos absolutos em B. Temos

f21)=f(=2,-1)=2>f(-21) = f(2,-1) = -2,

entdo o valor maximo global de f sobre a elipse é 2 e o valor minimo global é -2.

Exercicios ExTrAs

(¢ Exercicio 6. Mostre que todo plano que é tangente ao cone x? + y2 = 72 passa
pela origem.

SoLugAo: Seja F(x,y,z) = x?>+y? — z2. O plano tangente & F em um ponto (a,b,c)
satisfaz:

VF(a,b,c) - (x—a,y—b,z—c)=0

< (2a,2b,—2¢) - (x —a,y—b,z—c) =0
< 2a(x —a)+2b(y—b) —2c(z—c) =0
& 2ax — 2a% + 2by — 2b* —2cz +2c¢2 =0
& 2(ax+by —cz) —2(a*>+ > —c*) =0
& ax+by —cz — (a®> +b* — ) = 0.

Uma vez que (a, b, c) pertence ao cone, entao a2+ b2 =2

, ou seja

a*+b* -2 =0.

Entdo, todo ponto (x,y,z) do plano tangente satisfaz a equagao
ax+by—cz— (a*+b*—c*) =0
=ax+by—cz=0.

Observe que essa equagdo é verdadeira para (x,y,z) = (0,0,0) :

a-0+b-0—-c-0=0.

Portanto, qualquer plano tangente ao cone passa por (0,0,0).

(¢ Exercicio 7. Determine os méximos e minimos absolutos de f no conjunto D.

X, — e x4+ 2y%); D é o disco x* + y* < 4.
Y Y Y

SoLugAo: Primeiro vamos investigar no interior do disco. Procuramos pelos pontos
criticos de f :

Viix,y) = (er*xzfyz(l . 2]/2),2]/673‘2*3’2 (2 —x*>—2y%)) = (0,0).
Agora,
fx= 2xe ¥ (1 -2 — 2y°) =0 = x =0oux® +2y° = 1.
Se x = 0, entdo de f;, = 0 obtemos
2ye V' (2—22) =0=y=0ouy==+l.
Dai, temos os pontos (0,0), (0,1), (0, —1).



Agora, se x% +2y* = 1, entdo de f, = 0 obtemos
0=2ye " V(222 —2p%) =2y V(2 — (x2+22)) =2y Y
=y =0.

Dai, substituindo y = 0 em x>+ 2y*> = 1, obtemos x = +1. O que nos d4 os pontos
(1,0),(—1,0).
Agora analisemos os pontos criticos na fronteira de D. Como na fronteira temos x2 + y* =

4 2
4, entdo f(x,y) = e *(4+y?) = —:4‘1/ . Note que o menor valor de f (na fronteira) ocorre

quando y = 0 (logo x*> = 4 e assim x = +2) e o0 maior ocorre quando y> = 4iey = +2 (e
nesse caso x = 0.) Ou seja, temos os pontos (2,0), (—2,0), (0,2), (0, —2).

Como o disco D é um conjunto compacto (limitado e fechado) e f é continua em D,
entdo f admite maximos e minimos absolutos em D. Comparando os valores de f nos
pontos criticos, temos

£(0,0) =0
ﬂ&iDzZelzg

fttLO)ze_lzzé

4
Y P S

4 8

ﬂaim:8e4:g.

1 e 0 valor minimo absoluto

Portanto, em D o valor maximo absoluto de f é f(0,+1) = 2¢~
é £(0,0) =0.
Observacdo: A andlise dos pontos criticos e maximos/minimos na fronteira de D (i.e

quando x? + y? = 4) também pode ser feita usando os Multiplicadores de Lagrange.

(¢ Exercicro 8. Determine os valores méximo/minimo da fungdo f(x,y,z) = x + 2y
na curva da intersegdo do plano x +y +z = 1 com o cilindro y? + z% = 4.

SorugAo: Seja ¢(x,y,z) = x+y+z = 1eh(x,y,z) = y*> + z> = 4. Observe que:
e 1 é valor regular de g, pois Vg¢(x,y,z) = (1,1,1) # (0,0,0) para todo (x,y,z) € R3.
e 4 évalor regular de h, pois Vh(x,y,z) = (0,2y,2z) # (0,0,0) sempre que y2 +2z2 =4,
(Note que (0,2y,2z) = (0,0,0) se e s6 se y = z = 0 mas 0> + 0% # 4.)
e Vg ndo é paralelo a Vh, pois (1,1,1) # k(0,2y,2z) para todo k € R.
Podemos entdo usar o Método dos Multiplicadores de Lagrange para encontrarmos nossos
candidatos a méximos e minimos de f sobre a curva.
Pelo Método dos Multiplicadores de Lagrange, devemos resolver as equacdes

Vf=AVg+uVh, g(xyz)=1, h(x,y,z) = 4.

Ou seja,

(1=A (1)
2=A+42uy (2)
0=A+2uz (3)
x+y+z=1 (4
y+z2=4 (5

)
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Substituindo A = 1 em (2), obtemos

2uy=1=py = . =y = :
2 2u
Substituindo A = 1 em (3), obtemos
-1 -1
Quz=—-1=yuz=—=2=—.
2 2u
Da equagdo (4), temos entdo
1 1
x+y+z=1l=x+———=1=x=1
! 2 2p
Da equagdo (5), temos
1 1 1 1 1
2,2 2
=4=——+-—=4=—=4 =- =t—=4+—.
Yy +z :>4y2+4y2 :>2pt2 =3 8:>y NG NG

Substituindo o valor encontrado de y nas expressdes de y e z acima, obtemos os seguintes
possiveis pontos : (1, V2, —\/E), (1, —/2, \/5)

Agora, observe que a intersecdo entre o plano e o cilindro é dado por uma elipse - que
é um conjunto compacto em IR?, e como f é continua, entdo f admite méximos e minimos
absolutos na curva de interse¢do. Portanto, uma vez que f(1, V2, —ﬁ) =14+2V2e
f(1, —V2, \/E) = 1 —2+/2, entdo (1, V2, —\/E) é ponto de méaximo absoluto de f sobre a
curvae (1, —/2, \/E) é ponto de minimo absoluto de f sobre a curva.
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