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INTEGRAIS DUPLAS EM COORDENADAS POLARES

Exercicio 1. Utilize a integral dupla para determinar a drea da regido dentro do
circulo (x — 1)2 + y? = 1 e fora do circulo x> + y? = 1.

SoLucgAo:

Y

Em coordenadas polares, temos x? + y? = r?

e x = rcos 0, logo
(x—12+y’=1=x>-2x+1+1> =1
= r? = 2rcosf
= r = 2cos?b.

Ainda,
Pty =1=>r"=1=r=1poisr > 0.

Vejamos em que pontos as duas curvas se intersectam:

=1, r=2cosf

= 4cos?0 =1
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Portanto,
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(%) Substituigdo: u = 26.
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Exercicro 2. Calcule a integral iterada, convertendo-a antes para coordenadas
polares:

3 V9—x2
/ / sen(x* + y?)dydx.
-3.J0
SorucAo:
A regido de integragdo é dada por —3 < x <3e0 <y < V9 — x2. Note que
y=vV9-2=y*=9-x*= 2> +y* =9,y >0.
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Em coordenadas polares, temos x = rcos @, y = rsenf, x> + y*> = r2. Entao:

Vo—22
/ / sen(x? + y? dydx—/ / sen(r”) - rdrdf (%)

= [—%COS(T’z)]ng

(%) Substituigdo: u = r2.



AREA DE SUPERFICIE
Exercicro 3. Determine a drea da parte finita do paraboloide y = x2 + z2 limitada

pelo plano y = 25.

SorucgAo:

X
Se projetarmos a superficie sobre o plano-xz, obtemos: x? + z? < 25. Temos f(x,z) =y =

xz—i—zz,entéo
A(S) = // VI 2)2 4 [fa(x,2))2 + 144 = // VA2 + 422 1+ 1dA

x2+422<25

x24-22<25
Passando para coordenadas polares, x = rcos ), z = r cos 6, obtemos

2w 5
A(S) = / / VA2 41 rdrde
0 0
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s 12( 0 )
- %(101\/101—1).

(%) Substituicdo: u = 4r> + 1 = du = 8rdr



INTEGRAIS TRIPLAS

Exercicio 4. Use a integral tripla para determinar o volume do tetraedro limitado
pelo planos coordenados e o plano 2x +y 4z = 4.

SorucAo:

O plano 2x 4 y 4 z = 4 intersecta o plano-xy quando z = 0, ou seja,

2x+y=4=y=4-12x

A projecdo do tetraedro no plano-xy é dada pela regido na figura abaixo:

AY

\ES

(Temos z = 4 — 2x — y. Fazendo a intersec¢do com o0s planos xz e yz obtemos a retas
z =4 —2x e z =4 — y, respectivamente - o que nos ajuda a fazer um esbogo do tetraedro.)

Entdo,

E={(xy2);0<x<20<y<4-2x,0<z<4-2x—y}.



6

Portanto,
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INTEGRAIS TRIPLAS EM COORDENADAS CILINDRICAS

Exercicro 5. Utilize coordenadas cilindricas para calcular

| ] [+av

em que E é o sélido que estd dentro do cilindro x> + y?> = 1, acima do plano z = 0 e
abaixo do cone z2 = 4x? + 4y°.

SoLucgAo:

Usando coordenadas cilindricas, fazemos
x =rcosf,y =rsend,z = z.
O cilindro e o cone sdo descritos por

x2+y2:1:>r2:1

22:4x2—i—4y2:>z:2\/x2+y2,220:>z:2r.
2t 1 p2r
///xde:/ / / 2 cos? 0 - rdzdrdd
E 0 0 JoO

2 rl
= / / [(r® cos 0)z]3" drd6
0 0
2t rl
= 2/ / r* cos? 0 drdf
0 0
2 27T
=z / [r° cos? 6]} do
0

22, 2 2714 cos(26)
—g/o cos 9d9—5/0 #d()

Entao,
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Exercicro 6. Determine o volume do sélido que é limitado inferiormente pelo cone
z = /x2 + y2 e superiormente pela esfera x> + y* + z2 = 2.

SorucAao:

Usaremos coordenadas cilindricas: x = rcosf,y = rsenf,z = z. De x> + y? + 22 = 2

obtemos z = /2 — x2 — y2. Temos
\ X2+ y? <z < /2—x2—y2
r<z<+2-r2

Vejamos em que pontos o cone intersecta a esfera:

x2+y2+22:2, ” — /x2+y2
= P4y + (P +y7) =2

= 2r* =2

=r=1, poisr > 0.

em coordenadas cilindricas:

Note que a projecdo do sélido sobre o plano xy é entdo o interior do circulo de raio 1 :
2 +yr <1,

Portanto,

o= [ fav
:/M/l/mrdzdrd()

/M/ V2 =12 — ) drdf
/ (/ rﬂdr—/lrzdr>d9
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( / 2 — r2dr — / Zdr) ()

e-mi-o]

:277?{—
3 1o

1
3

2 2V2
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= Lé—”(\fz— 1).
(%) Substituicao: u = 2 — r?



Exercicios ExTrAs

Z
///ExZJrzde

sendo E = {(x,1,2);1<y<4,y<z<40<x<z}

(¢ Exercicro 7. Calcule

SorucAo: Temos

2y [
///Ex2+22 —/1/y/0x2+zzxzy'

(Para calcular a integral de dentro, lembre-se das seguintes integrais

/1 sdx = arctan(x) +Ce /a2+x dx—%arctan( )+C.

A segunda férmula de integracdo acima pode ser obtida a partir da primeira, fazendo
u= 7 daidu = %dx, i.e dx = adu entdo

1 1 1
/ 5 2dx:/—xzdx:—arctam( )—i—C)
F+2t T ey

e dxdzd 91 gz
/1/]//()x2+22xzy // [ arctan(Z)Lzy

:/1 /y(arctan(l)—arctan(O))dzdy

:féﬂg_mﬁw

Entdo,
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