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INTEGRAIS TRIPLAS EM COORDENADAS ESFERICAS

///B(szrszrZz)%lV,

sendo B a bola com centro na origem e raio 5.

Exercicro 1. Calcule

SorucgAo: Usaremos coordenadas esféricas:
x = pseng cos
y = pseng sent
Z = pCos¢.
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Exercicio 2. Calcule o volume do sélido:

(a) dentro da esfera x* + y? +z2> = 4, acima do plano-xy e abaixo do cone
z = /x> + 2.
(b) dentro da esfera x> + y? + z*> = 4, acima do plano-xy e acima do cone
z = /x2+ >
SorucAao:

(a)

Usaremos coordenadas esféricas:

x = pseng cos 0

y = pseng sent

Z = pcos¢.
Em coordenadas esféricas x> + y> +z> = 4 é equivalente a p> = 4 i.e p = 2. E o cone
z = y/x2 +y? é equivalente a ¢ = 7, pois

pcosp = \/pz sen?¢p(cos? 0 + sen?0) = pseng = cos¢P = senp = ¢ = %

Entdo, E = {(p,0,¢)[0<p <2, 0<6<L2m, F <¢ < 7T} Portanto,
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(b) Neste caso temos
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MUDAN(;AS DE VARIAVEIS EM INTEGRAIS MULTIPLAS

Exercicio 3. Use a transformagdo x = 2u 4+ v, y = u + 2v para calcular

//R(x —3y)dA

sendo R a regido triangular de vértices (0,0), (2,1), (1,2).
Extra: Mostre que a transformagao é injetiva.

SorucgAo: O jacobiano da transformacgdo é

a(x,v) ‘2 1
d(u,v)

=14 2‘ =3>0
Ainda,

x—3y=(u+v)—3u+2v) =—u—>5v.
Encontraremos as curvas que delimitam a regido R:

e y = ax + b passando por (0,0) e (2,1). Como (0,0) esta na reta,
0=a-0+b=0b=0.

Como (2,1) esta na reta,

1
1:2a+0:>a:§.

Logoy = %x.
e y = ax + b passando por (0,0) e (1,2). Como (0,0) estd na reta, temos b = 0. Como
(1,2) estd na reta,

2=a+0.
Logo y=2x.
e y = ax + b passando por (1,2) e (2,1). Como (1,2) pertence a reta,
2=a+b=b=2—a.
Como (2,1) pertence a reta,

1=2a+b=0b=1-2a.

Dai
2—a=1-2a=a=-1=0b=23.
Logoy = —x + 3.
Agora procuremos as curvas que delimitam a regido S:

e y=1x=u+20=732u+v)=0v=0.
o y=2x=u+2v=4u+2v=u=_0.
oy=-—x+3=>u+20=-2u—-v+3=0v=—u-+1

Entdo a regido de integracdo S no plano-uv é o tridngulo tal que 0 < u < 1e 0 < v <
—u+1.
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Portanto, pelo Teorema de Mudanca de Variaveis,

//R(x —3y)dA = /01 /01—u(_u — 50)|3| dvdu

1 pl-u

= —3/ / (u 4 5v) dvdu
0 Jo

=-3 /1[uv +50—2]1_” du

= i > 1o

— _3/01(u—u2+§(1—u)2)du

55 3(-05)]

1 1 5
= 3(z-24+2) =3
(2 3 * 6)
Extra: A transformacéo é injetiva. De fato, temos T(u,v) = (x,y) sendo x = 2u+v e
y = u + 2v. Suponha que T (u1,v1) = T(up, v2), entdo
2uq + 01 = 2uy + vy
Uy + 201 = up + 20,

Multiplicando a segunda equagdo por (—2) e somando com a primeira obtemos

v — 401 = vy —4v;

= —30v1 = =30
= 01 = 0.
Substituindo v; = v, em qualquer uma das duas equagdes, obtem-se u; = u;. Como

(u1,v1) = (up,v2), a transformac@o é injetiva.



Exercicio 4. Calcule o volume do sélido limitado pelo elipsoide

SoLugAo: Usaremos a transformacao

x=au,y=>bv, z=cw.

Logo
2 2 2
X y z
— + B2 + 2 1
au?  b*o?  w? B
= a? + b2 + c2 1

=u>+o*+w’ =1
O jacobiano da transformagao é dado por

a(x,y,2)
(u,v,w)
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Portanto,



Exercicro 5. Calcule

// cos(x —y) dxdy

B sen(x + y)

sendo B o trapézio dado por
1<x4+y<2,x>0,y>0.

Facamos a mudanca de varidveis

U=x-—y
v=x+Y.
Somando as duas equagdes, obtemos
1
X = E(u + ).
Multiplicando a segunda equagédo por (—1)
U=x—y
—v=—Xx—Y
e somando as duas obtemos .
Y= E(ZJ —u).
Calculando o jacobiano,
oxy) |3 3l_1
o(w,v) |-% 3| 2
Vejamos a agdo da transformacdo no trapézio B :
ey=1—x:
1(v—u) =1- 1(u+ )=v=1
5 = 5 v v=1
oy=2—x:
1(v—u) =2- 1(u+v) =0v=2
2 T2 7
o y=0:
1
E(v—u):0:>v:u
e x=0: ,
E(LH—U) =0=v=—u
[
y

Y

1 x+y=12
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x+y=1



Portanto,

// cos(x — ) dxt:ly // cos 1dudv
B sen(x +y) » sen(v) 2
v cos u)
2/ /v sen v)
/ senu
senv|

:5/1 2dv = 1.




Exercicios ExTrAs

(¢ Exercicro 6. Esboce o s6lido cujo volume é dado pela integral e calcule-a:
5,
sen¢g dp d0 d¢.
|° 7] e senpdpdoag

SoLugAo: A regido de integracdo esta descrita em coordenadas esféricas por

E:{(P,9/¢)|OSP§3,O§6§%,og(pg% '

E representa o sélido no primeiro octante limitada superiormente pela esfera de raio 3, i.e
p = 3, e inferiormente pelo cone ¢ = 7. Esbogo:
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@ Exercicio 7. Calcule [ [ [LeV¥***24V em que E é delimitado pela esfera
x? 4+ y? + z? = 9 no primeiro octante.

SorucgAo: Usaremos coordenadas esféricas. Temos

E={(p09)l0<p<T, 0<0<7, 0<p<3)

Portanto,

T T .3
///evx2+y2+zde:/2 /2/ ef p? seng dpdpdf
E

—/ dG/ sencpdcp/ e p’dp

= 2[—cosq‘)} /eppzdp

= % /0 ef p*dp
Via integracao por partes, tomando u = p2 e dv = edp, temos
/eppzdp =uv — /vdu = pef — 2/eppdp
Novamente por partes, il = p e dd = e’dp, obtemos
/eppdp = ﬁﬁ—/ﬁdﬁ :pep—/epdp:pep—ep+c.
Entao,
/eppzdp = pef —2(pel — e) +c = pef —2pe +2¢f +c = el (p*> —20+2) +c
Voltando a nossa integral inicial, obtemos
/ / /E Ny = T /03 e 2dp

3
= ge"(p2 —20+2)

0
= 725(55(9 —6+2)-2)= g(563 -2).
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