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INTEGRAIS DE LINHA

Calcule a integral de linha | xy*ds, sendo C a metade direita do circulo x> + y? = 16.

SorucAio:

Se uma curva C é suave e possui as equagdes x = x(t) y = y(t) a <t < b, entdo

Jlf Grypas = jff(x<t>,y<t>>.\“”;—fr + [Z_Zrdt

No nosso caso, as equagdes paramétricas da curva C sado:

s T
x =4cos(t) y = 4sin(t) 5 <t< 5

Entao, -
Jxytds = [, 4cos(t)(dsin(h)* [—4sin(t)]? + [4cos(t))dt
2

= f_%i_r 4% cos(t) sin*(t) \/16(sin2(t) + cos?(t) )dt
2

= f_%,_r 46 cos(t) sin*(t)dt (x)
2

_[46(sin®H ]2
B [4 ( 5 )]_z
2

_ 462
5

(#) Substituicdo: u = sin(t), du = cos(t)dt, [udu = %5 +k.
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Calcule o comprimento de arco da curva
x=0-sin(@)y =1—-cos(0) 0 € [0,27].

SorLucgio:

27T
. “ d@
0

_fozn [1—cos(6)] +[s1n(9)]2d9

27
= -[0 V1 —2cos(6) + cos2(0) + sin2(0)d6

= fozn 2(1 — cos(6))d6

2 1—cos(2x)

Usaremos a identidade sin“x = >

2sin? < ) Logo,

mzmz

2 0
L:2fO sm(z)dﬁ
=2|-2 Al
=2 -2eos(3) |,

=2[2+2] =8.

2|si 6 = 2si 0'O< <
smz _smE, <=-<m.

N

Portanto,

substituindo 6 =2x. Dai, 1—cos(f) =



Calcule [ x*dx + y>dy + z%dz, sendo C os segmentos de reta de (0,0,0) a (1,2,—1) e
de (1,2,-1) a (3,2,0).

Sorucaio:

4
X

.\
C,

Observe que C = C; U C,.
e Parametrizacdo de C; :
r(t)y=(1-tHA+1tB;t e [0,1]
=(1-1)(0,0,0) +1(1,2,-1)
= (t,2t,—t)
Ou seja,
x=t=dx=dt
y=2t=dy=2dt
z=—t=dz=-1dt.
e Parametrizacdo de C, :
r(t) = (1 — HB + tC;t € [0,1]
=(1+2t2t-1)
Ou seja,
y=2=dy=0dt
z=t—-1=dz=dt

Agora,



f x2dx + y2dy + z%dzdx = f x%dx + y?dy + z%dzdx + f x%dx + y*dy + z%dzdx
C Cq Cy
1 1
=.k ﬂ-ldt+(202-2dt+(—wz-c—bdt+J;(1+2D2-2dt+22-@ﬁ4—U——lﬂ-ldt
1 1
:f 8t2dt+f 24 8t + 82 + 12 — 2t + 1dt
0 0
t3
o
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Calcule a integral de linha do campo F(x,y) = xyi + 3y%] ao longo da curva C dada
pela fungdo vetorial r(t) = 147+ 837 0<t < 1.

SorugAo: Note que alternativamente, podemos denotar F e r, respectivamente, por:
F(x,y) = (xy,3y?), r(t) = (114, £3).

Vamos calcular

1
W :f F.dr :f E(r(t)) - 7' (£)dt.
c 0
Para tal, 7' (t) = (44t3,3t?). Dai,

Fr() -7 (H = (1184 £2,3()7) - (44£3,3¢%)
= (11#7,315) - (4413,312)
= 484110 4 918,

Portanto,

1 1
f F-dr:f P(r(t))-r’(t)dt:f 484110 4+ 984t
C 0 0

tll t9
= |484— —
[8 11+99 )

_ 484 495
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O TeoreMA FUNDAMENTAL DAS INTEGRAIS DE LINHA

Mostre que a integral de linha é independente do caminho e a calcule
fc(l —ye *)dx + e *dy
sendo C qualquer caminho de (0,1) a (1,2).

OBSERVAGAO:
Se Vf é continuo e C é uma curva suave dada pela equagdo r(t),a < t < b entao

jc Vf - dr = f(r(b)) — f(r(a)).

Dai, se F for um campo conservativo i.e. F = Vf, entdo F serd independente de caminho,
uma vez que para quaisquer caminhos C; e C, entre os pontos A e B teremos

fch-dr = fczP-dr =f(B) — f(A).

SorLucgio:
Em nosso caso, temos F(x,y) = (1 —ye ™ ,e™) = (P(x,y),Q(x,y)).
e Mostraremos que F é conservativo:

F esta definido em todo RZ, que é aberto e simplesmente conexo. F tem derivadas de 1*
ordem continuas e

JoP 00
dy  ox

—X

—X

Logo F é conservativo.

e Encontraremos f tal que Vf = F : Devemos ter
fr=1—ye™, fy =e %
Integrando a primeira equagdo em relagdo a x :
floy) =x+ye ™ +g(y).
Derivemos a expressdo obtida em relacdo a y :
fy=e+8' ()

Comparemos as duas expressdes de f,, :
=t 48 (y) =8 (y) =0.
Integrando ¢'(y) = O em relagdoay :

8y) =K.

Escolhendo K = 0, obtemos a seguinte expressdo de f :

fry) =x+ye™



e Como Vf = F, entdo para qualquer curva C entre (0,1) e (1,2) temos
jc(l —ye ¥)dx + e *dy = fCF -dr

= fCVf-dr

=142 1 —¢0 =021



O TeoreMA DE GREEN

Calcule [ F -drsendo F(x,y) = (y — cos(y),xsiny) e C é o circulo
(x=3°+(@y+4)° =4
orientado no sentido horério. [Dica: Use o Teorema de Green].

Sorucaio:

C

Temos F(x,y) = (P,Q) = Pi + Qf, com P(x,y) =y —cos(y) e Q(x,y) = xsiny.

Note que a curva —C tem orientag¢do positiva, € uma curva fechada, simples, continua
por partes e é a fronteira da regido D dada pelo disco de raio 2 e centro (3, —4). Entdo,
pelo Teorema de Green,

9Q P
f_CF cdr = ”D(W - @)dA
= ffD sin(y) — (1 + sin(y))dA
- ”D —1dA = —A(D).

Usando coordenadas polares, x = r cos(f),y = rsin(f), obtemos

j_c F.-dr=- fozn .[02 rdrd0

2 2
_ 27 1’_
I [2]
0
=-2m-2
= —471.

Como [.F-dr =~ [ _F-dr, segueque

fCF-dr =A4r.



Usando o Teorema de Green, calcule a 4rea da regido do plano R? limitada pela curva
C dada por r(t) = (cost)i + (sin® t)f, 0<t<2m.

- J ~
OsservagAo: Observe que pelo Teorema de Green, se a—f - g—ly) =1, entdo

fCF-dr:ffD<%—f—g—Iy)) dA:ffDldA:A(D).

Q _or
ox dy
o Teorema de Green. Pode-se escolher qualquer um dos campos a seguir:
e P=0eQ=x

e P=—-yeQ=0

e P=—1yeQ=;x.

Basta escolhermos um campo F que satisfaga = 1 para calcularmos A (D) usando

Sorucaio:
Seja D a regido do plano limitada pela curva C. Escolhendo P = 0 e Q = x e aplicando
Teorema de Green, obtemos:

Joxdy=J pay+ix= [ [ (52-S0)aa=[ [ 124 =)

Como x(t) = cost e y(t) = sin3¢t, obtemos
A(D) = d
(D) fcx y
27
= fo (cost) - (3sin?t - cos(t)) dt
2
= 3J' " (cost‘sint)2 dt
0

(2 sin(2t) 2
_fo ( > )dt

3 271 — cos(4t)
= - —dt
4 jo

2
_3[t sin(4t)]2”
8 4|,
7T
=3-.
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