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Integrais de Linha

Exercício 1

Calcule a integral de linha ∫𝐶 𝑥𝑦4𝑑𝑠, sendo 𝐶 a metade direita do círculo 𝑥2 + 𝑦2 = 16.

Solução:

Se uma curva 𝐶 é suave e possui as equações 𝑥 = 𝑥(𝑡) 𝑦 = 𝑦(𝑡) 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏, então

∫
𝐶

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑠 = ∫
𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)).√[

𝑑𝑥
𝑑𝑡

]
2

+ [
𝑑𝑦
𝑑𝑡

]
2
𝑑𝑡

No nosso caso, as equações paramétricas da curva 𝐶 são:

𝑥 = 4 cos(𝑡) 𝑦 = 4 sin(𝑡) −
𝜋
2 ≤ 𝑡 ≤

𝜋
2 .

Então,
∫𝐶 𝑥𝑦4𝑑𝑠 = ∫

𝜋
2

−𝜋
2

4 cos(𝑡)(4 sin(𝑡))4√[−4 sin(𝑡)]2 + [4 cos(𝑡)]2𝑑𝑡

= ∫
𝜋
2

−𝜋
2

45 cos(𝑡) sin4(𝑡)√16(sin2(𝑡) + cos2(𝑡))𝑑𝑡

= ∫
𝜋
2

−𝜋
2

46 cos(𝑡) sin4(𝑡)𝑑𝑡 (∗)

= [46( sin5(𝑡)
5 )]

𝜋
2

−𝜋
2

= 46⋅2
5

(∗) Substituição: 𝑢 = sin(𝑡),  𝑑𝑢 = cos(𝑡)𝑑𝑡,  ∫ 𝑢4𝑑𝑢 = 𝑢5

5 + 𝑘.



Exercício 2

Calcule o comprimento de arco da curva
𝑥 = 𝜃 − sin(𝜃) 𝑦 = 1 − cos(𝜃) 𝜃 ∈ [0, 2𝜋].

Solução:

𝐿 = ∫
2𝜋

0
√[

𝑑𝑥
𝑑𝜃

]
2

+ [
𝑑𝑦
𝑑𝜃

]
2
𝑑𝜃

= ∫
2𝜋

0
√[1 − cos(𝜃)]2 + [sin(𝜃)]2𝑑𝜃

= ∫
2𝜋

0
√1 − 2 cos(𝜃) + cos2(𝜃) + sin2(𝜃)𝑑𝜃

= ∫
2𝜋

0
√2(1 − cos(𝜃))𝑑𝜃

Usaremos a identidade sin2 𝑥 = 1− cos(2𝑥)
2  substituindo 𝜃 = 2𝑥. Daí, 1 − cos(𝜃) =

2 sin2(𝜃
2). Logo,

√2(1 − cos(𝜃)) = √4 sin2(
𝜃
2) = 2|sin(

𝜃
2)| = 2 sin(

𝜃
2);  0 ≤

𝜃
2 ≤ 𝜋.

Portanto,

𝐿 = 2 ∫
2𝜋

0
sin(

𝜃
2)𝑑𝜃

= 2[−2 cos(
𝜃
2)]

2𝜋

0

= 2[2 + 2] = 8.



Exercício 3

Calcule ∫𝐶 𝑥2𝑑𝑥 + 𝑦2𝑑𝑦 + 𝑧2𝑑𝑧, sendo 𝐶 os segmentos de reta de (0, 0, 0) a (1, 2, −1) e
de (1, 2, −1) a (3, 2, 0).

Solução:

Observe que 𝐶 = 𝐶1 ∪ 𝐶2.

• Parametrização de 𝐶1 :

𝑟(𝑡) = (1 − 𝑡)𝐴 + 𝑡𝐵; 𝑡 ∈ [0, 1]
= (1 − 𝑡)(0, 0, 0) + 𝑡(1, 2, −1)
= (𝑡, 2𝑡, −𝑡)

Ou seja,

𝑥 = 𝑡 ⇒ 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡
𝑦 = 2𝑡 ⇒ 𝑑𝑦 = 2 𝑑𝑡
𝑧 = −𝑡 ⇒ 𝑑𝑧 = −1 𝑑𝑡.

• Parametrização de 𝐶2 :

𝑟(𝑡) = (1 − 𝑡)𝐵 + 𝑡𝐶; 𝑡 ∈ [0, 1]
= (1 − 𝑡)(1, 2, −1) + 𝑡(3, 2, 0)
= (1 + 2𝑡, 2, 𝑡 − 1)

Ou seja,

𝑥 = 1 + 2𝑡 ⇒ 𝑑𝑡 = 2 𝑑𝑡
𝑦 = 2 ⇒ 𝑑𝑦 = 0 𝑑𝑡
𝑧 = 𝑡 − 1 ⇒ 𝑑𝑧 = 𝑑𝑡.

Agora,



∫
𝐶

𝑥2𝑑𝑥 + 𝑦2𝑑𝑦 + 𝑧2𝑑𝑧𝑑𝑥 = ∫
𝐶1

𝑥2𝑑𝑥 + 𝑦2𝑑𝑦 + 𝑧2𝑑𝑧𝑑𝑥 + ∫
𝐶2

𝑥2𝑑𝑥 + 𝑦2𝑑𝑦 + 𝑧2𝑑𝑧𝑑𝑥

= ∫
1

0
𝑡2 ⋅ 1𝑑𝑡 + (2𝑡)2 ⋅ 2𝑑𝑡 + (−𝑡)2 ⋅ (−1)𝑑𝑡 + ∫

1

0
(1 + 2𝑡)2 ⋅ 2𝑑𝑡 + 22 ⋅ 0𝑑𝑡 + (𝑡 − 1)2 ⋅ 1𝑑𝑡

= ∫
1

0
8𝑡2𝑑𝑡 + ∫

1

0
2 + 8𝑡 + 8𝑡2 + 𝑡2 − 2𝑡 + 1𝑑𝑡

=
⎣
⎢⎡8

𝑡3

3 ⎦
⎥⎤

1

0
+

⎣
⎢⎡3𝑡 + 6

𝑡2

2 + 9
𝑡3

3 ⎦
⎥⎤

1

0

=
8
3 + 3 + 3 + 3 =

35
3 .



Exercício 4

Calcule a integral de linha do campo 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 ⃗𝑖 + 3𝑦2 ⃗𝑗 ao longo da curva 𝐶 dada
pela função vetorial 𝑟(𝑡) = 11𝑡4 ⃗𝑖 + 𝑡3 ⃗𝑗;  0 ≤ 𝑡 ≤ 1.

Solução: Note que alternativamente, podemos denotar 𝐹 e 𝑟, respectivamente, por:

𝐹(𝑥, 𝑦) = (𝑥𝑦, 3𝑦2),  𝑟(𝑡) = (11𝑡4, 𝑡3).

Vamos calcular

𝑊 = ∫
𝐶

𝐹 ⋅ 𝑑𝑟 = ∫
1

0
𝐹(𝑟(𝑡)) ⋅ 𝑟′(𝑡)𝑑𝑡.

Para tal, 𝑟′(𝑡) = (44𝑡3, 3𝑡2). Daí,

𝐹(𝑟(𝑡)) ⋅ 𝑟′(𝑡) = (11𝑡4 ⋅ 𝑡3, 3(𝑡3)2) ⋅ (44𝑡3, 3𝑡2)

= (11𝑡7, 3𝑡6) ⋅ (44𝑡3, 3𝑡2)

= 484𝑡10 + 9𝑡8.

Portanto,

∫
𝐶

𝐹 ⋅ 𝑑𝑟 = ∫
1

0
𝐹(𝑟(𝑡)) ⋅ 𝑟′(𝑡)𝑑𝑡 = ∫

1

0
484𝑡10 + 9𝑡8𝑑𝑡

=
⎣
⎢⎡484

𝑡11

11 + 9
𝑡9

9 ⎦
⎥⎤

1

0

=
484
11 + 1 =

495
11 .



O Teorema Fundamental das Integrais de Linha

Exercício 5

Mostre que a integral de linha é independente do caminho e a calcule
∫

𝐶
(1 − 𝑦𝑒−𝑥)𝑑𝑥 + 𝑒−𝑥𝑑𝑦

sendo 𝐶 qualquer caminho de (0, 1) a (1, 2).

Observação:
Se ∇𝑓  é contínuo e 𝐶 é uma curva suave dada pela equação 𝑟(𝑡), 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 então

∫
𝐶

∇𝑓 ⋅ 𝑑𝑟 = 𝑓 (𝑟(𝑏)) − 𝑓 (𝑟(𝑎)).

Daí, se 𝐹 for um campo conservativo i.e. 𝐹 = ∇𝑓 , então 𝐹 será independente de caminho,
uma vez que para quaisquer caminhos 𝐶1 e 𝐶2 entre os pontos 𝐴 e 𝐵 teremos

∫
𝐶1

𝐹 ⋅ 𝑑𝑟 = ∫
𝐶2

𝐹 ⋅ 𝑑𝑟 = 𝑓 (𝐵) − 𝑓 (𝐴).

Solução:
Em nosso caso, temos 𝐹(𝑥, 𝑦) = (1 − 𝑦𝑒−𝑥, 𝑒−𝑥) = (𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦)).
• Mostraremos que 𝐹 é conservativo:

𝐹 está definido em todo ℝ2, que é aberto e simplesmente conexo. 𝐹 tem derivadas de 1ª
ordem contínuas e

−𝑒−𝑥 =
𝜕𝑃
𝜕𝑦

=
𝜕𝑄
𝜕𝑥

= −𝑒−𝑥.

Logo 𝐹 é conservativo.

• Encontraremos 𝑓  tal que ∇𝑓 = 𝐹 : Devemos ter

𝑓𝑥 = 1 − 𝑦𝑒−𝑥,  𝑓𝑦 = 𝑒−𝑥.

Integrando a primeira equação em relação a 𝑥 :

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦𝑒−𝑥 + 𝑔(𝑦).

Derivemos a expressão obtida em relação a 𝑦 :

𝑓𝑦 = 𝑒−𝑥 + 𝑔′(𝑦).

Comparemos as duas expressões de 𝑓𝑦 :

𝑒−𝑥 = 𝑒−𝑥 + 𝑔′(𝑦) ⇒ 𝑔′(𝑦) = 0.

Integrando 𝑔′(𝑦) = 0 em relação a 𝑦 :

𝑔(𝑦) = 𝐾.

Escolhendo 𝐾 = 0, obtemos a seguinte expressão de 𝑓 :

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦𝑒−𝑥.



• Como ∇𝑓 = 𝐹 , então para qualquer curva 𝐶 entre (0, 1) e (1, 2) temos

∫
𝐶

(1 − 𝑦𝑒−𝑥)𝑑𝑥 + 𝑒−𝑥𝑑𝑦 = ∫
𝐶

𝐹 ⋅ 𝑑𝑟

= ∫
𝐶

∇𝑓 ⋅ 𝑑𝑟

= 𝑓 (1, 2) − 𝑓 (0, 1)

= 1 + 2𝑒−1 − 𝑒−0 = 2𝑒−1.



O Teorema de Green

Exercício 6

Calcule ∫𝐶 𝐹 ⋅ 𝑑𝑟 sendo 𝐹(𝑥, 𝑦) = (𝑦 − cos(𝑦), 𝑥 sin 𝑦) e 𝐶 é o círculo
(𝑥 − 3)3 + (𝑦 + 4)2 = 4

orientado no sentido horário. [Dica: Use o Teorema de Green].

Solução:

Temos 𝐹(𝑥, 𝑦) = (𝑃, 𝑄) = 𝑃 ⃗𝑖 + 𝑄 ⃗𝑗, com 𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑦 − cos(𝑦) e 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑥 sin 𝑦.
Note que a curva −𝐶 tem orientação positiva, é uma curva fechada, simples, contínua
por partes e é a fronteira da região 𝐷 dada pelo disco de raio 2 e centro (3, −4). Então,
pelo Teorema de Green,

∫
−𝐶

𝐹 ⋅ 𝑑𝑟 = ∫ ∫
𝐷

(
𝜕𝑄
𝜕𝑥

−
𝜕𝑃
𝜕𝑦

)𝑑𝐴

= ∫ ∫
𝐷

sin(𝑦) − (1 + sin(𝑦))𝑑𝐴

= ∫ ∫
𝐷

−1 𝑑𝐴 = −𝐴(𝐷).

Usando coordenadas polares, 𝑥 = 𝑟 cos(𝜃), 𝑦 = 𝑟 sin(𝜃), obtemos

∫
−𝐶

𝐹 ⋅ 𝑑𝑟 = − ∫
2𝜋

0
∫

2

0
𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃

= −[𝜃]2𝜋
0

⎣
⎢⎡

𝑟2

2 ⎦
⎥⎤

2

0

= −2𝜋 ⋅ 2
= −4𝜋.

Como ∫𝐶 𝐹 ⋅ 𝑑𝑟 = − ∫−𝐶 𝐹 ⋅ 𝑑𝑟, segue que

∫
𝐶

𝐹 ⋅ 𝑑𝑟 = 4𝜋.



Exercício 7

Usando o Teorema de Green, calcule a área da região do plano ℝ2 limitada pela curva
𝐶 dada por 𝑟(𝑡) = (cos 𝑡) ⃗𝑖 + (sin3 𝑡) ⃗𝑗;  0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋.

.

Observação: Observe que pelo Teorema de Green, se 𝜕𝑄
𝜕𝑥 − 𝜕𝑃

𝜕𝑦 = 1, então

∫
𝐶

𝐹 ⋅ 𝑑𝑟 = ∫ ∫
𝐷

(
𝜕𝑄
𝜕𝑥

−
𝜕𝑃
𝜕𝑦

) 𝑑𝐴 = ∫ ∫
𝐷

1 𝑑𝐴 = 𝐴(𝐷).

Basta escolhermos um campo 𝐹 que satisfaça 𝜕𝑄
𝜕𝑥 − 𝜕𝑃

𝜕𝑦 = 1 para calcularmos 𝐴(𝐷) usando
o Teorema de Green. Pode-se escolher qualquer um dos campos a seguir:
• 𝑃 = 0 e 𝑄 = 𝑥
• 𝑃 = −𝑦 e 𝑄 = 0
• 𝑃 = −1

2𝑦 e 𝑄 = 1
2𝑥.

Solução:
Seja 𝐷 a região do plano limitada pela curva 𝐶. Escolhendo 𝑃 = 0 e 𝑄 = 𝑥 e aplicando
Teorema de Green, obtemos:

∫
𝐶

𝑥 𝑑𝑦 = ∫
𝐶

𝑃𝑑𝑦 + 𝑄𝑑𝑥 = ∫ ∫
𝐷

(
𝜕𝑄
𝜕𝑥

−
𝜕𝑃
𝜕𝑦

) 𝑑𝐴 = ∫ ∫
𝐷

1 𝑑𝐴 = 𝐴(𝐷).

Como 𝑥(𝑡) = cos 𝑡 e 𝑦(𝑡) = sin3 𝑡, obtemos

𝐴(𝐷) = ∫
𝐶

𝑥 𝑑𝑦

= ∫
2𝜋

0
(cos 𝑡) ⋅ (3 sin2 𝑡 ⋅ cos(𝑡)) 𝑑𝑡

= 3 ∫
2𝜋

0
(cos 𝑡 sin 𝑡)2 𝑑𝑡

= ∫
2𝜋

0
(

sin(2𝑡)
2 )

2
 𝑑𝑡

=
3
4 ∫

2𝜋

0

1 − cos(4𝑡)
2  𝑑𝑡

=
3
8[𝑡 −

sin(4𝑡)
4 ]

2𝜋

0

= 3
𝜋
4 .
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