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RoracioNnaL E DIVERGENTE

Mostre que nao existe um campo vetorial G em R3 tal que
rot(G) = (xsiny,cosy,z — xy).

SorLucgio:
Se existe tal campo G, ele deve satisfazer a igualdade: div(rot(G)) = 0. Mas,

div(rot(G)) = siny —siny +1 =1 # 0.

Portanto ndo existe campo G com o rotacional dado.



Considere o campo
F(x,y,z) = (2xy,x2 + 2yz,y?).

Verifique que o campo vetorial F é conservativo e calcule f (x, y, z) tal que Vf = F.

Sorucaio:
AR S ¢
rot (F) =VxF=|Z a—"y 2| = (2y — 2y)7 = (0= 0)] + 2x — 200k = (0,0,0).

2xy x2 + 2yz y>?

5
Como rot(F) = 0 e as derivadas parciais de 2* ordem das fun¢des componentes sdo con-

tinuas, entdo F é conservativo. Logo, existe uma funcao f tal que Vf = F.
A fim de determinarmos f, devemos ter

fe(xy,2) = 2xy
fy(x, y,z) = x> + 2z
f(x,y,2) =y
Da primeira igualdade, temos
fe(xy,2) = 2xy
= f(x,y,2) = 2%y +8(y,2)
= fy(x,y,2) = 2% + gy (y,2).
Uma vez que f, (x,y,z) = x% +2yz ef,(x,y,z) = x% + 8y, (y,z) obtemos
X% +2yz = x* + 8, (y,2)
= 8y(y,2z) = 2yz
=3(y,2) =y*z2+h(z)
Como f(x,y,z) = x>y + ¢(v,z) e g(y,z) = y?>z + h(z), entdo
fry,2) =x% +y*z +h(z)
= f£(%y,2) =y + 1 (2).

Uma vez que £, (x,y,z) = y?> ef.(x,y,z) = y*> + I'(z), temos

y2 — y2 + I’l/(Z)
=>hz)=0
= h(z) = K.

Portanto,

f(x,y,z) = x®y +y?z + K.



SUPERFICIES PARAMETRIZADAS E SUAS AREAS

Exercicio 3

Calcule a drea da superficie dada por

X = Uo
y=u+v
Z=U—9

com u? + 0% < 1.

SorugAo: Seja S a superficie parametrizada por

r(u,v) = (uo,u +v,u —v); u2 + 0% < 1.

Logo,
r, = (,1,1)
rv:(ulll_l)
P7 R ) X .
FuXty=|,1 1|=1=-Di—(—v—w)j+ (0—-uk=(-2,u+v,0—u)
ul -1

|ru><rU|:\/(—2)2+(u+v)2+(v—u)2:\/4+uz+2uv+vz+uz—2uv+v2

= 4 +2(u2 +2)

Portanto,
A(S) = ffsl -dS = ffD|ru xr,| dA
= j L2+02<1 Jm dudv

27 o1
= fo " fo V4 + 242 - a dadf (coordenadas polares)
3 1
2 | (4 4 2a%)2
— fo & ﬂ a6

G (*)

0
— 037 - %(63 —45) - g(ﬁ —45) - g(6J€—8>.

(x) Substituigio: w = 4 + 242 = [ V4 +2a2 - ada = % [ Vwdw =



INTEGRAIS DE SUPERFICIE

Calcule a integral de superficie
f fs (x%z +y?z) dS,

sendo S o hemisfério x> + y? +z? =4, z > 0.

SorucAo:
[ f@y2yds=[ [ foruwo)-inxrldA.

Para parametrizar a superficie S, usaremos coordenadas esféricas:

x = 2sin¢gcos 0
y =2singsind

zZ=2cos¢@

0<8<2mel<p<

ST

ou seja,
r(p,0) = (2singcosd,2sinpsinf,2 cos @)
ry = (2cos ¢ cos 0,2 cos g sin f, —2sin @)
rg = (—2sing@sin@,2sin ¢ cos ,0)
; i i
TpXTo=|2cospcos® 2cosgsinf —2sing| = (4sin” ¢ cos §,4sin® ¢sin 6,4 sin ¢ cos ¢)
—2sing@sin® 2sin ¢ cos 6 0

Iry X 1ol = 4sin .

Portanto,

[ f@yzyds= [ [ forao)-inxrlda
= jOZH ff (4 sin? ® cos2 0 -2 cos p+4 sin? ® sin2 @ - 2 cos 4;) -4sin @ dpdf
= fozn Jog 4sin? ¢ - 2 cos ¢ - 4sin ¢ dedf

2 7 3
= fo fo 32 sin” ¢ cos ¢ dodf

sin ¢ |2
4

= [0157 - 32[
0
=16rm.



Exercicio 5

Calcule a integral de superficie [ [4F - ds para o campo vetorial
F(x,y,z) = (xy,yz,2x),
sendo S a parte do paraboléide z = 4 — x> — y? que est4 acima do quadrado
0<x<1l0<sy<l],

e com orientagdo ascendente.

SorucgAo:

Parametrizagdo de S : r(1,0) = (u,v,4 —u?> —v?), 0 <u < 1,0 < v < 1. Entdo,
r, = (1,0, —2u)
r, = (0,1, -20)

PR
WXty =11 0 2yl = Qu,20,1)
01 —20

F(r(u,v)) - (r, xr,) = (uo,0(4 —u? —02), (4 — u? — 0*)u) - (2u,20,1)
= 2u?v +20%(4 — u? — 0?) + u(4 — u? —v?)
= 2u?v + 8v% — 2u?v? — 20* + du — ud — uv?.
fstd§ = fol fol F(r(u,v)) - (r, x 1,) dudv
= fol fol 2u?v + 8v% — 2u?0? — 20* + 4u — u® — uv? dudo

3 2 471

= fol [(22)—21)2)% + (80 =20 u + (4 —0) 5 —
= fol[(ZU—sz)% + 807 — 20t + (4 — 0?)

_ 02 2. 3 3 2.5 1
—[?—50 + 50 —gv +2U_Z_Zv:|0

8
3
2
5



Exgercicio ExTtra

Exercicio 6

Calcule [ [, F - dS sendo F(x,y,z) = (0,y,—2) e S dada pelo paraboloide
y=x>+z%,0<y<1
e pelo disco
x>+z22<1,y=1.

SoLugAo: Seja S o paraboloide e S, o disco. Temos S = S; U S,. Como S é uma superficie
fechada, usaremos a orientacdo positiva (para fora de S).

Temos,
ffsp-d§=jfle-d§+”52P-d§.

Calcularemos separadamente cada uma das integrais acima.
e Em S, :
r(u,0) = (u,u? +v%,0), 2 +v* <1
ry X1, = (2u,—1,20)
F(r(u,v)) = (0,u? + v?,—v).
S Js F-d5= [ [ o Frw,0) - (r, x 1) dA
= fu2+v251[—(u2 +02) — 20?] dudo
=— OZH fol[rz + 2r? sin? 0]r drd6
21

=— 5 01r3(1 +2sin? 0) drd6

= — [27 [ 31 + 1 — cos(26))drdé

= ~[20- Tsmeo) |4,

1

= —TT.

e Em S,, observe que o vetor normal unitario da superficie S, é o vetor n = (0,1,0). (Pois
S, é um disco de raio 1 no plano-xz, o vetor normal aponta na direcéo y).
Parametrizacdo: x = u,y = 1,0 = z, u?> + v> < 1, ou seja

r(u,v) = (u,1,v), u> +v> < 1.
Como F(x,y) = (0,y, —z), temos

F(r(u,v)) = (0,1, -v)
F(r(u,v)) -n=(0,1,-v)-(0,1,0) = 1.



jfst-d§:ffst-ndS
- J‘J‘uz+sz1 1dA
= fozn fol r drdf
1

27T -
TT.

2

Portanto, [ [ F dS=—m+m=0.
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