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Rotacional e Divergente

Exercício 1

Mostre que não existe um campo vetorial 𝐺 em ℝ3 tal que
rot(𝐺) = (𝑥 sin 𝑦, cos 𝑦, 𝑧 − 𝑥𝑦).

Solução:
Se existe tal campo 𝐺, ele deve satisfazer à igualdade: div(rot(𝐺)) = 0. Mas,

div(rot(𝐺)) = sin 𝑦 − sin 𝑦 + 1 = 1 ≠ 0.

Portanto não existe campo 𝐺 com o rotacional dado.



Exercício 2

Considere o campo
𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥𝑦, 𝑥2 + 2𝑦𝑧, 𝑦2).

Verifique que o campo vetorial 𝐹 é conservativo e calcule 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) tal que ∇𝑓 = 𝐹.

Solução:

rot (𝐹) = ∇ × 𝐹 =

|
||
||
||
| ⃗𝑖

𝜕
𝜕𝑥

2𝑥𝑦

⃗𝑗
𝜕

𝜕𝑦

𝑥2 + 2𝑦𝑧

⃗𝑘
𝜕

𝜕𝑧

𝑦2
|
||
||
||
|

= (2𝑦 − 2𝑦) ⃗𝑖 − (0 − 0) ⃗𝑗 + (2𝑥 − 2𝑥) ⃗𝑘 = (0, 0, 0).

Como rot(𝐹) = ⃗0 e as derivadas parciais de 2ª ordem das funções componentes são con-
tínuas, então 𝐹 é conservativo. Logo, existe uma função 𝑓  tal que ∇𝑓 = 𝐹.
A fim de determinarmos 𝑓 , devemos ter

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥𝑦

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 2𝑦𝑧

𝑓𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦2

Da primeira igualdade, temos

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥𝑦

⇒ 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2𝑦 + 𝑔(𝑦, 𝑧)

⇒ 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 𝑔𝑦(𝑦, 𝑧).

Uma vez que 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 2𝑦𝑧 e 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 𝑔𝑦(𝑦, 𝑧) obtemos

𝑥2 + 2𝑦𝑧 = 𝑥2 + 𝑔𝑦(𝑦, 𝑧)

⇒ 𝑔𝑦(𝑦, 𝑧) = 2𝑦𝑧

⇒ 𝑔(𝑦, 𝑧) = 𝑦2𝑧 + ℎ(𝑧)

Como 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2𝑦 + 𝑔(𝑦, 𝑧) e 𝑔(𝑦, 𝑧) = 𝑦2𝑧 + ℎ(𝑧), então

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2𝑦 + 𝑦2𝑧 + ℎ(𝑧)

⇒ 𝑓𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦2 + ℎ′(𝑧).

Uma vez que 𝑓𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦2 e 𝑓𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦2 + ℎ′(𝑧), temos

𝑦2 = 𝑦2 + ℎ′(𝑧)
⇒ ℎ′(𝑧) = 0
⇒ ℎ(𝑧) = 𝐾.

Portanto,

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2𝑦 + 𝑦2𝑧 + 𝐾.



Superfícies parametrizadas e suas áreas

Exercício 3

Calcule a área da superfície dada por
𝑥 = 𝑢𝑣
𝑦 = 𝑢 + 𝑣
𝑧 = 𝑢 − 𝑣

com 𝑢2 + 𝑣2 ≤ 1.

Solução: Seja 𝑆 a superfície parametrizada por

𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢𝑣, 𝑢 + 𝑣, 𝑢 − 𝑣);  𝑢2 + 𝑣2 ≤ 1.

Logo,

𝑟𝑢 = (𝑣, 1, 1)
𝑟𝑣 = (𝑢, 1, −1)

𝑟𝑢 × 𝑟𝑣 =
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= (−1 − 1) ⃗𝑖 − (−𝑣 − 𝑢) ⃗𝑗 + (𝑣 − 𝑢) ⃗𝑘 = (−2, 𝑢 + 𝑣, 𝑣 − 𝑢)

|𝑟𝑢 × 𝑟𝑣| = √(−2)2 + (𝑢 + 𝑣)2 + (𝑣 − 𝑢)2 = √4 + 𝑢2 + 2𝑢𝑣 + 𝑣2 + 𝑢2 − 2𝑢𝑣 + 𝑣2

= √4 + 2(𝑢2 + 𝑣2)

Portanto,

𝐴(𝑆) = ∫ ∫
𝑆

1 ⋅ 𝑑𝑆 = ∫ ∫
𝐷

|𝑟𝑢 × 𝑟𝑣|  𝑑𝐴

= ∫ ∫
𝑢2+𝑣2≤1

√4 + 2(𝑢2 + 𝑣2) 𝑑𝑢𝑑𝑣

= ∫
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(⋆) Substituição: 𝑤 = 4 + 2𝛼2 ⇒ ∫ √4 + 2𝛼2 ⋅ 𝛼 𝑑𝛼 = 1
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Integrais de Superfície

Exercício 4

Calcule a integral de superfície
∫ ∫

𝑆
(𝑥2𝑧 + 𝑦2𝑧) 𝑑𝑆,

sendo 𝑆 o hemisfério 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4,  𝑧 ≥ 0.

Solução:

∫ ∫
𝑆

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑆 = ∫ ∫
𝐷

𝑓 (𝑟(𝑢, 𝑣)) ⋅ |𝑟𝑢 × 𝑟𝑣| 𝑑𝐴.

Para parametrizar a superfície 𝑆, usaremos coordenadas esféricas:

𝑥 = 2 sin 𝜑 cos 𝜃
𝑦 = 2 sin 𝜑 sin 𝜃
𝑧 = 2 cos 𝜑

0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋  e 0 ≤ 𝜑 ≤
𝜋
2

ou seja,

𝑟(𝜑, 𝜃) = (2 sin 𝜑 cos 𝜃, 2 sin 𝜑 sin 𝜃, 2 cos 𝜑)
𝑟𝜑 = (2 cos 𝜑 cos 𝜃, 2 cos 𝜑 sin 𝜃, −2 sin 𝜑)

𝑟𝜃 = (−2 sin 𝜑 sin 𝜃, 2 sin 𝜑 cos 𝜃, 0)

𝑟𝜑 × 𝑟𝜃 =
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| ⃗𝑖
2 cos 𝜑 cos 𝜃

−2 sin 𝜑 sin 𝜃
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0 ||
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= (4 sin2 𝜑 cos 𝜃, 4 sin2 𝜑 sin 𝜃, 4 sin 𝜑 cos 𝜑)

|𝑟𝜑 × 𝑟𝜃| = 4 sin 𝜑.

Portanto,

∫ ∫
𝑆

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑆 = ∫ ∫
𝐷

𝑓 (𝑟(𝑢, 𝑣)) ⋅ |𝑟𝑢 × 𝑟𝑣| 𝑑𝐴

= ∫
2𝜋

0
∫

𝜋
2

0
(4 sin2 𝜑 cos2 𝜃 ⋅ 2 cos 𝜑 + 4 sin2 𝜑 sin2 𝜃 ⋅ 2 cos 𝜑) ⋅ 4 sin 𝜑 𝑑𝜑𝑑𝜃

= ∫
2𝜋

0
∫

𝜋
2

0
4 sin2 𝜑 ⋅ 2 cos 𝜑 ⋅ 4 sin 𝜑 𝑑𝜑𝑑𝜃

= ∫
2𝜋

0
∫

𝜋
2

0
32 sin3 𝜑 cos 𝜑 𝑑𝜑𝑑𝜃

= [𝜃]2𝜋
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Exercício 5

Calcule a integral de superfície ∫ ∫𝑆 𝐹 ⋅ 𝑑 ⃗𝑆 para o campo vetorial
𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥𝑦, 𝑦𝑧, 𝑧𝑥),

sendo 𝑆 a parte do parabolóide 𝑧 = 4 − 𝑥2 − 𝑦2 que está acima do quadrado
0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,

e com orientação ascendente.

Solução:
Parametrização de 𝑆 : 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑣, 4 − 𝑢2 − 𝑣2),  0 ≤ 𝑢 ≤ 1, 0 ≤ 𝑣 ≤ 1. Então,

𝑟𝑢 = (1, 0, −2𝑢)
𝑟𝑣 = (0, 1, −2𝑣)

𝑟𝑢 × 𝑟𝑣 =

|
||
||
| ⃗𝑖
1
0

⃗𝑗
0
1

⃗𝑘
−2𝑢
−2𝑣|

||
||
|

= (2𝑢, 2𝑣, 1)

𝐹(𝑟(𝑢, 𝑣)) ⋅ (𝑟𝑢 × 𝑟𝑣) = (𝑢𝑣, 𝑣(4 − 𝑢2 − 𝑣2), (4 − 𝑢2 − 𝑣2)𝑢) ⋅ (2𝑢, 2𝑣, 1)

= 2𝑢2𝑣 + 2𝑣2(4 − 𝑢2 − 𝑣2) + 𝑢(4 − 𝑢2 − 𝑣2)

= 2𝑢2𝑣 + 8𝑣2 − 2𝑢2𝑣2 − 2𝑣4 + 4𝑢 − 𝑢3 − 𝑢𝑣2.

∫ ∫𝑆 𝐹 𝑑 ⃗𝑆 = ∫1
0 ∫1

0 𝐹(𝑟(𝑢, 𝑣)) ⋅ (𝑟𝑢 × 𝑟𝑣) 𝑑𝑢𝑑𝑣

= ∫1
0 ∫1

0 2𝑢2𝑣 + 8𝑣2 − 2𝑢2𝑣2 − 2𝑣4 + 4𝑢 − 𝑢3 − 𝑢𝑣2 𝑑𝑢𝑑𝑣

= ∫1
0 [(2𝑣 − 2𝑣2)𝑢3

3 + (8𝑣2 − 2𝑣4)𝑢 + (4 − 𝑣2)𝑢2

2 − 𝑢4

4 ]
1

0
 𝑑𝑣

= ∫1
0 [(2𝑣 − 2𝑣2)1

3 + 8𝑣2 − 2𝑣4 + (4 − 𝑣2)1
2 − 1

4] 𝑑𝑣

= [𝑣2

3 − 2
9𝑣3 + 8

3𝑣3 − 2
5𝑣5 + 2𝑣 − 𝑣3

6 − 1
4𝑣]

1

0

= 1
3 − 2

9 + 8
3 − 2

5 + 2 − 1
6 − 1

4

= 713
180 .



Exercício Extra

Exercício 6

Calcule ∫ ∫𝑆 𝐹 ⋅ 𝑑 ⃗𝑆 sendo 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 𝑦, −𝑧) e 𝑆 dada pelo paraboloide
𝑦 = 𝑥2 + 𝑧2,  0 ≤ 𝑦 ≤ 1

e pelo disco
𝑥2 + 𝑧2 ≤ 1,  𝑦 = 1.

Solução: Seja 𝑆1 o paraboloide e 𝑆2 o disco. Temos 𝑆 = 𝑆1 ∪ 𝑆2. Como 𝑆 é uma superfície
fechada, usaremos a orientação positiva (para fora de 𝑆).
Temos,

∫ ∫
𝑆

𝐹 ⋅ 𝑑 ⃗𝑆 = ∫ ∫
𝑆1

𝐹 ⋅ 𝑑 ⃗𝑆 + ∫ ∫
𝑆2

𝐹 ⋅ 𝑑 ⃗𝑆.

Calcularemos separadamente cada uma das integrais acima.

• Em 𝑆1 :

𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑢2 + 𝑣2, 𝑣),  𝑢2 + 𝑣2 ≤ 1
𝑟𝑢 × 𝑟𝑣 = (2𝑢, −1, 2𝑣)

𝐹(𝑟(𝑢, 𝑣)) = (0, 𝑢2 + 𝑣2, −𝑣).

∫ ∫𝑆1
𝐹 ⋅ 𝑑 ⃗𝑆 = ∫ ∫𝑢2+𝑣2≤1 𝐹(𝑟(𝑢, 𝑣)) ⋅ (𝑟𝑢 × 𝑟𝑣) 𝑑𝐴

= ∫ ∫𝑢2+𝑣2≤1[−(𝑢2 + 𝑣2) − 2𝑣2] 𝑑𝑢𝑑𝑣

= − ∫2𝜋
0 ∫1

0 [𝑟2 + 2𝑟2 sin2 𝜃]𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃

= − ∫2𝜋
0 ∫1

0 𝑟3(1 + 2 sin2 𝜃) 𝑑𝑟𝑑𝜃

= − ∫2𝜋
0 ∫1

0 𝑟3(1 + 1 − cos(2𝜃))𝑑𝑟𝑑𝜃

= −[2𝜃 − 1
2 sin(2𝜃)]

2𝜋

0
[1

4𝑟4]
1

0

= −4𝜋 ⋅ 1
4

= −𝜋.

• Em 𝑆2, observe que o vetor normal unitário da superfície 𝑆2 é o vetor 𝑛 = (0, 1, 0). (Pois
𝑆2 é um disco de raio 1 no plano-𝑥𝑧, o vetor normal aponta na direção 𝑦).
Parametrização: 𝑥 = 𝑢, 𝑦 = 1, 𝑣 = 𝑧,  𝑢2 + 𝑣2 ≤ 1, ou seja

𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 1, 𝑣),  𝑢2 + 𝑣2 ≤ 1.

Como 𝐹(𝑥, 𝑦) = (0, 𝑦, −𝑧), temos

𝐹(𝑟(𝑢, 𝑣)) = (0, 1, −𝑣)
𝐹(𝑟(𝑢, 𝑣)) ⋅ 𝑛 = (0, 1, −𝑣) ⋅ (0, 1, 0) = 1.



∫ ∫
𝑆2

𝐹 ⋅ 𝑑 ⃗𝑆 = ∫ ∫
𝑆2

𝐹 ⋅ 𝑛 𝑑𝑆

= ∫ ∫
𝑢2+𝑣2≤1

1 𝑑𝐴

= ∫
2𝜋

0
∫

1

0
𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃

= 2𝜋 ⋅
1
2

= 𝜋.

Portanto, ∫ ∫𝑆 𝐹 ⋅ 𝑑 ⃗𝑆 = −𝜋 + 𝜋 = 0.
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